MODUL-UNTERLAGEN I

o 1. Teil ( ) des SKRIPTUMSs ist gedruckt und kann im
Sekretariat der Theoretischen Informatik (griiner Bauteil, 2.
Stockwerk, Zimmer A3-2-208, Frau Gromann) kauflich erwor-
ben werden. Kostenpunkt: € 2.50.

Verkaufszeiten: Freitags 10 Uhr bis 12 Uhr.
auch zu anderen Tageszeiten.

e FOLIEN der 1. Woche stehen im Netz.
e Tipp zu den UBUNGEN: Wenden Sie Zeit auf, um die Auf-

gabenstellung genau zu iiberlegen ( . ,erst denken, dann
schreiben*).



Relationen'

e Relation: p C X x Y.
e Vorbereich ( ) und Nachbereich ( ):

dom(p) = {x e X |TyeY:(x,y) € p}
cod(p) = {yeY|Jre X:(x,y) € p}.

o Inverse p ' ={(y,2) | (z,y) €p} C Y x X.
e Relationale Komposition von p C X X Y und 7 C Y X Z:
poT C X X Z mit

(x,2) EporT & yeY:(r,y €pA(y,z) €T



Codierungen'

° : Umcodierung zwischen N und N x N.

° . Zahldarstellung in verschiedenen Zahlsystemen.
Die Zahl 19 im Zehnersystem (d.h. als Wort iiber {0, 1,...,9})
ist 10011 im Zweiersystem (d.h. als Wort tiber {0, 1}).

° : Die Ubermittlung , geheimer Botschaften®:
ich liebe dich ~»  0903080012090502050004090308

e Wichtige Eigenschaft von Codierungen: algorithmisch effektive
Umrechenbarkeit.

° : Umcodierung zwischen N und N x N ist umkehrbar
effektiv und bijektiv.



Bierdeckeldarstellung von NI

e Stelle Zahlen aus N als Worter tiber {|} dar:

O'_>€7 1'_>’7 2'_>H7 3'_>H‘7

e Umkehrbare Effektivitét:
input n : N;
output w : {|}* (init ¢);
LOOP n DO w := w)|
ENDLOOP

input w: {|}*;
output n : N (init 0);
LOOP |w| DO n:=n+1

ENDLOOP

e LOOP k£ DO K ENDLOOP: wiederhole k-mal K.



Dyadische Codierung von N I

e Stelle Zahlen aus N als Worter tiber {0, 1} dar:
0—0,1—1,2+—10, 3— 11, 4+— 100 ---
n — bin(n).

e Nicht bijektiv, aber trotzdem umkehrbar effektiv:

Es existiert ein Algorithmus, der fiir beliebiges n € N das Wort
bin(n) errechnet.

Es existiert ein Algorithmus, der fiir ein beliebiges w € {0, 1}*

e nachpriift, ob w Bild einer Codierung ist,

e wenn ja: dasjenige n mit w = bin(n) errechnet.



Bijektive Binircodierung von N I

e Reihe die Worter in {0, 1}* ihrer Lénge nach:
e, 0, 1, 01, 10, 000, 001, ---

e Ordne n das (n+1) te Wort in dieser Reihenfolge zu:
Ot=e,1—0,2—1 3—01,4~10 ---

e Diese Zuordnung ist bijektiv und umkehrbar effektiv.

° ? Bijektivitat: Diagonalisierungskonstruktion. Umkehr-
bare Effektivitit: durch die Angabe zweier Algorithmen.



Verallgemeinerungen I

e Nach dem gleichen Muster:

e Codierung von N in X mit |X| = p (p-adisch).
e Codierung von X7 X >3 in 2*.

e Codierung von >} x N x 335 in 2* x N.



Umkehrbar effektive Codierungenl

e Eine Codierung ist eine Relation p C X X Y zwischen zwei
abzahlbaren Mengen X und Y.

e p heifit umkehrbar effektiv, wenn es Algorithmen gibt, die:

(a) fiir x € X entscheiden, ob x ¢ dom(p) oder x € dom(p);
(b) fiir y € Y entscheiden, ob y ¢ cod(p) oder y € cod(p);
(¢) fiir x € dom(p) ein Bild y € p(z) berechnen;

(d) fiir y € cod(p) ein Urbild 2 € p~!(y) berechnen.

e Wenn p bijektiv ist, vereinfachen sich (a)-(d) zu:

(¢’) ... fir z € X das Bild y = p(z) berechnen;
(d’) ... fir y € Y das Urbild z = p~!(y) berechnen.



Identitatsrelation, relationale Hiillel

e [dentitétsrelation idxy = {(z,x) |z € X} C X x X.
e Gegeben Relation p C X x X.

e nte Potenzierte p” von p ist induktiv festgelegt:
p’ = idx

o = po

e Reflexive transitive Hiille von p: p* =, o5 0™

e Transitive Hiille von p: p* = Uneav gop) 2™



Graphen'

e (V,E): Knoten V (vertices), Kanten £ C V' x V (edges).

o mit V' = {v,va}, E = {(v1,v2), (v2,01), (v, v2) }:
€1 €9 e3
€9 Vo
€1

e Eingangsknoten E~1(v1) = {ve}, E71(v2) = {v1, v}
e Eingangsgrad: 1 fiir vy, 2 fiir vs.
e Ausgangsknoten E(v1) = {va}, E(vg) = {vy, v9}.

e Ausgangsgrad: 1 fiir vy, 2 fiir vs.



Pfade, Wege, Zyklenl

€2

U2

€1
o Pfad viejvaesvaesvaesvie;vy von vy nach vs.
e Zyklus viejv9esv9e309€901.
e Unendlicher Weg v;e1v9e309e3096901 €102€309€309€3 . . .

e Ein Graph heifit azyklisch, wenn es in ihm keine Zyklen gibt.



Bé’lumel

e Baum: Ein azyklischer Graph (V) E') mit genau einer Wurzel.
e Wurzel: Ein Element wy € V' mit Eingangsgrad 0.

e Blatter: Ausgangsgrad 0. LWy, W3, Wy, Ws.
e Nachfolger und Vorfahren; Wp ~> Wy.

e Vater: unmittelbarer Vorfahr, Kind: unmittelbarer Nachfolger.



Lemma von Kﬁnig'

e SATYZ: Ein unendlicher Baum, dessen Knoten endlichen Aus-
gangsgrad haben, hat einen unendlichen Weg.

° : Konstruiere einen solchen Weg:
Beginne mit der Wurzel.

Unter den (endlich vielen) Kindern der Wurzel wéhle eines, das
unendlich viele Nachfahren hat
(ein solches gibt es, sonst wire der Baum endlich).

Unter den Kindern dieses Kindes wéhle wieder ein solches, usf.



Ersetzungssysteme I

e Ersetzungssystem iiber einem Alphabet X

E = (3, P) mit endlicher Relation P C ¥* x Y.

e Die Elemente von P heiflen auch Produktionen, Ersetzungsre-
geln oder Regeln ( : ).

e Statt (u,v) € P schreibe auch u — v: ersetze u durch v*.



Ableitbarkeit I

e Sei E = (X, P) Ersetzungssystem.

e Unmittelbare Ableitbarkeit pC 3* x ¥* (auch w —p v): fiir
w,v € X gilt w kg v (v ist unmittelbar aus w ableitbar),
falls es Worter wq, wo € X* und eine Regel u; — us € P gibt,
so dass w = wiujwy und v = wiuLWo.

e Ableitbarkeit: w F3, v, d.h. (w,v)€ F}, d.h. mehrere unmit-
telbare Ableitungen hintereinander. Stets gilt w H* w.

e Ableitung von w nach v der Lange n: eine Folge
w=ztg...Fgz,=w.

Lénge 0: dann w = v.



Die Sprache L(w, F)

e Sei ¥ = (2, P) Ersetzungssystem und sei w € ¥* Wort.
e Sprache L(w, F): alle aus w mittels P ableitbaren Warter:

Lw,E)={veX |wkyuv}.

e Ableitungsbaum: Beschreibt die Menge der Ableitungen aus
w. Die Wurzel des Baumes ist w und die Kinder eines Knoten
des Baumes sind die daraus mittels Fz unmittelbar ableitbaren
Worter (die eventuell mehrfach vorkommen).

e Dieser Baum hat endlichen Ausgangsgrad.

e Ein Wort 2z heifit terminal, wenn es Blatt in diesem Baum ist.



ElI

oY ={a,...,z, U}
e 1 = (X, {(hasse,licbe)} ).
e Zwei Ableitungen der Lange 1 bzw. 2:
ich shasse gt Fg, ichiliebe gt

und
ich L hasse L gti L und Lich L hasse L logik
=,
wch L liebe L gti und Lich Liliebe L logik

e Es gibt in F4 keine unendlichen Ableitungen.



EZI

o by = (Zv{{(avaba)}})'

e Eine unendliche Ableitung:

cac Fg, cabac kg, cababac ...

e Weitere Ableitungen:

caac kg, cabaac Fg, cababaac ...

caac g, caabac tpg, caababac ...

e Die Sprachen L(cac, Ey) und L(caac, E5) sind beide unendlich.



E3 I

® E3 - (Z ) {{(CL, b)7 (CL, C)}} )
aa =7, 0D
aa =, be
aa =, cb
aa =, cc.

Alle erreichten Worter sind terminal.

e w hat Normalform z, wenn z im Ableitungsbaum von w ter-
minal (d.h. Blatt) ist.

e [5 zeigt, dass die Normalform nicht eindeutig zu sein braucht.



E4I

o by = (Zv{{(baaab)}})

e Eine maximal lange Ableitung von baacba aus ist hier

baacba g, baacab Fg, abacab g, aabcab

e Es gibt auch noch andere, gleich lange, Ableitungen vom Wort
baacab, allerdings nur endlich viele.

e Die Sprache L(baacba, Ey) ist also endlich.



E5I

g E5 = (Z ) {(CL, b)> (a7 C)? (Ca d)? (ba 6)7 (d> 6)} )
e Eine Ableitung:

a |_E5 C |_E5 d |_E5 €.

e [5 hat keine unendlichen Ableitungen, auch nicht, wenn mit
mehrbuchstabigen Wortern gestartet wird.



E6I

o by = (Zv{($7y>7(y733)7(x>a)7(y7b)})'

e Fine maximal lange endliche Ableitung:
r Fg, y kg, v kg y Fg D
e Eine unendliche Ableitung:
v Fg, Yy Fg v Fg oy Fgo.o.,

e Trotzdem ist die Sprache L(x, Eg) endlich.

e Der Ableitungsbaum von Eg mit x als Wurzel hat unendlich
viele Knoten, aber nur endlich viele Woérter kommen in ihm
VOr.



Tipp(fehler) - Message von Harro Wimmell

In Aufgabe 4:

ersetze ,,bijektiv* durch ,injektiv*.



Grammatiken I

e Spezielle Ersetzungssysteme: nur ein (
), S, und Interesse nur an der Erzeugung von Wortern
aus einem bestimmten 2.

e Die Buchstaben aus > hei3en

e Daneben gibt es noch die Menge N der
(wovon S eines ist).

e Worter, die Nichtterminale enthalten, diirfen weiter umgeformt
werden. Worter, die nur Terminale enthalten, sind ,,stationar®.



Grammatiken (formal) I

e Sei X ein Alphabet.

e Eine formale Grammatik iiber X ist ein Quadrupel

G=(N,2,PS) mit

N ist ein Alphabet von Nichtterminalsymbolen;
> ist ein Alphabet von Terminalsymbolen mit N 0¥ = 0:

P C (NUX)" x (N UZX)" ist eine endliche Menge von
Produktionen oder Regeln, wobei wir fiir (u,v) € P fordern,
dass v mindestens ein Nichtterminalsymbol enthélt;

S € N ist das Startsymbol.



Sprache L(G)

e Sei G = (N, 2, P,S) eine Grammatik iiber ¥.
e Das G zugeordnete Ersetzungssystem ist F(G) = (N U X, P).
e Die von G erzeugte Sprache, L(G), ist definiert als

L(G) = {welL(S,EG))|weX}.

e L(G) ist diejenige Menge von Wortern tiber den Terminalsym-
bolen, die aus S ableitbar sind.



G|

Gl - (Nth;PlaSl) mit
le{Sl} , le{a,b} , Plz{51—>5,51—>a51b}.

Ableitungsbaum mit Wurzel Si:

a{ \aaSl bb

aa1£ EaaSlbbb
RN

: 51 g, aSib ¢, aaS1bb =, aabb.
L(Gy) ={a"b" | neN} = {e,ab,aabb, . ..}.



G> (SPO)J

Go = (N, %, P, (Satz)) mit

N = {{(Satz), {Subjekt), {
2 = {[ich], [liebe], [gti] }
P = {{Satz) — (Subjekt){
(Subjekt) — lich],

( ) — [liebe]
(Objekt) — [gti]

}
Eine Ableitung:
(Satz) ¢ (Subjekt)( ) (Objekt)

L(Gsy) = { [ich] [liebe] [gti] }.

), (Objekt) }

)(Objekt)

lich] [liebe] |gti]



Gs]

Gs = (N3, {a,...,2,0,...,9}, P3, (id)) mit

N3 = {(id), (tail), (letter), (digit) }
P (id) —  (letter) (tail)

(tail)  — e | (letter) (tail) | (digit) (tail)
(letter) — a|...|z
(digit) — 0]...]09.
Abkiirzung:
(letter) — a|...|z = (letter) —a, ..., (letter) — z

:(id) gy (letter) (tail) ¢, summel.

(&3 beschreibt identifier im Sinne einer Programmiersprache wie
C, Modula — 2, Pascal oder Java.



G, el

Gy = ({S},{a,b}, Py, S) mit

P4IS—>CLS
S — b.

Erzeugte Sprache:
Ly={a"b|n e N} ={b,ab,aab,...}.
G\ = ({5, A}, {a,b}, P{,S") mit

P .S — Ab
A — ¢
A — Aa.



Gl

Ge¢ = ({S, R, B},{a,b,c}, Ps, S) mit
P6I S — ¢ ‘ R

R — aRBc | abc
cB — Bc
bB — bb.

Ableitungsbeispiel:

S Fgs R ¢, aRBc ¢, aabcBe I-¢,, aabBcec t-¢,, aabbece.

Erzeugte Sprache:
Lg = {a"b"c" | n € N} = {¢, abc, aabbee, aaabbbecc, . . . }.



Produktionstypen I

e Produktion u — v von G = (N, X, P, S) heifit:

linkslinear wenn u € N und v € (NY*) U X%
X — Xa

rechtslinear wenn v € N und v € (X*N) U ¥*;
: X = bY

kontextfrei wenn u € N; : X — aXb

kontextsensitiv. wenn v = w1 Xwy und v = wiwws
mit X € N und w € (N UX)*;
:aBA — aBadA

monoton wenn |u| < |v]. :aB — BaX



Beziehungen zwischen Produktionstypenl

e c-Produktion: X — €.
e Jede linkslineare Produktion ist kontextirei.
e Jede rechtslineare Produktion ist kontextirei.

e Jede kontextfreie Produktion, die keine e-Produktion ist, ist

kontextsensitiv.

e Jede kontextsensitive Produktion ist monoton.



Lobpi]

S —e (links-, rechts-)linear; kontextfrei;
nicht kontextsensitiv; nicht monoton.

S —a (links-, rechts-)linear; kontextfrei;
kontextsensitiv; monoton.

S —aX rechts-, aber nicht linkslinear;
kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.

S — Sb links-, aber nicht rechtslinear;

kontextirei; kontextsensitiv; monoton.
S — aSh weder links- noch rechtslinear;
kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.
aSb — aXaXb nicht kontextfrei, aber kontextsensitiv
und monoton.
aXb— bSXa nicht kontextsensitiv, aber monoton.
aXb— Xa hat keine der fiinf Eigenschaften.



Grammatiktypen I

e Eine Grammatik heift:

e linkslinear, wenn alle ihre Produktionen linkslinear sind,

e rechtslinear, wenn alle ihre Produktionen rechtslinear sind,
e kontextfrei, wenn alle ihre Produktionen kontextfrei sind,

e kontextsensitiv, wenn alle ihre Produktionen kontextsensitiv
sind, aufler eventuell die Produktion S — & (dann aber S
nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt),

e monoton, wenn alle ihre Produktionen monoton sind, aufler
eventuell die Produktion S — ¢ (dann aber S nicht auf der
rechten Seite einer Produktion vorkommt),



Kontextfrei = eingeschrinkt kontextfreil

e Eine Grammatik heifft eingeschrankt kontextfrei oder e-frei,
wenn alle Produktionen kontextfrei sind und es entweder e-
Produktion gibt oder S — ¢ die einzige e-Produktion ist (dann
aber S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt).

e SATZ: Jede kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S) kann
in eine eingeschrankt kontextfreie Grammatik, die die gleiche
Sprache erzeugt, umgewandelt werden.

1. Schritt: Zerlege N = Ny U Ns, so dass Ny diejenigen
X mit X € enthalt.

2. Schritt: Entferne alle Produktionen der Form X — ¢, fiige
aber unter Benutzung von N7 neue Produktionen hinzu, die
die entfallenden e-Produktionen kompensieren.

Falls S € Ny, muss ein neues Startsymbol verwendet werden.



o P12 Sl — £
ST — aSb.
Ny = {51}
o P/ S| — ¢
= 5
Sl — ab
ST — aSb.



G I

o P;: (id) —  (letter) (tail)
(tail)  — e | (letter) (tail) | (digit) (tail)
(letter) — a|...|z
(digity — 0] ...]09.

o Pi: (id) —  (letter) (tail)
(id) —  (letter)
(tail) ~ — (letter) (tail) | (digit) (tail)
(tail)  — (letter) | (digit)
(letter) — a|...|z
(digit) — 0]...]09.



Chomsky-Sprachklassen I

e Sei X ein Alphabet. Eine Sprache L C X* heif3t

e linkslinear, wenn es eine linkslineare Grammatik G mit L =
L(G) gibt;

e rechtslinear / Chomsky-3; wenn es eine rechtslineare Gram-
matik G mit L = L(G) gibt;

e kontextfrei / Chomsky-2, wenn es eine kontextfreie Gram-
matik G mit L = L(G) gibt;

e kontextsensitiv / Chomsky-1, wenn es eine kontextsensitive
Grammatik G mit L = L(G) gibt;

e vom Erweiterungstyp, wenn es eine monotone Grammatik
G mit L = L(G) gibt;

e Chomsky-0, wenn es eine Grammatik G mit L = L(G) gibt.



SATZ: Chomsky-HierarchieI

e Jede linkslineare Sprache ist rechtslinear und umgekehrt

(Chomsky-3).

e Jede links- (rechts-)lineare Sprache ist kontextfrei
(Chomsky-2).

e Jede kontextfreie Sprache ist kontextsensitiv (Chomsky-1).

e Jede kontextsensitive Sprache ist vom Erweiterungstyp
und umgekehrt.

e Jede Sprache vom Erweiterungstyp ist Chomsky-0.

e [s gibt Sprachen, die nicht Chomsky-0 sind.
?



Beweise zur Chomsky-HierarchieI

e Jede linkslineare Sprache ist rechtslinear und umgekehrt:
Spater.

e Jede links- (rechts-)lineare Sprache ist kontextfrei:

e Jede kontextireie Sprache ist kontextsensitiv:

e Jede kontextsensitive Sprache ist vom Erweiterungstyp und
umgekehrt: ;
Umkehrung spater.

e Jede Sprache vom Erweiterungstyp ist Chomsky-0:



G I

S —- ¢ | R

R — aRBc | abc
cB — Bc
bB — bb.

S — ¢ | R

R — aRBC | abC
CB — CX
CX — BX
BX — Bc
bB — bb

C — c



Diskriminierende Beispiele'

e Chomsky-2, aber nicht Chomsky-3 ( ):

Ly = {a"b" | neN} = {e,ab, aabb, ... }.
e Chomsky-1, aber nicht Chomsky-2 ( ):

L¢ = {a"b"c" | n € N} = {e, abc, aabbee, aaabbbecc, . . . }.
e Chomsky-0, aber nicht Chomsky-1: Beispiel spéter.

e Nicht Chomsky-0: Beispiel spater.

e Die Klassen Chomsky-3, Chomsky-2, Chomsky-1, Chomsky-0
definieren eine echte Hierarchie von Sprachen.



