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Vorwort

Das vorliegende Skript fiihrt in die klassischen Schwerpunkte der Theoretischen Informatik ein: Formale
Sprachen und Automaten, Berechenbarkeit und Komplexitatstheorie. Es beruhte urspriinglich auf einem
Skriptum von V. Claus und E.R. Olderog, wurde inzwischen in mehreren Iterationen jedoch erheblich
veridndert. Neben der Neuorganisation des Stoffes (beginnend jetzt mit endlichen Automaten statt mit
Turingmaschinen) und einer Uberarbeitung der Stoffauswahl (u.a. Weglassen allgemeiner Rekursion und
Aufnahme von Abschnitten iiber Codierungen, Programme und polynomielle Reduktionen) haben viele
neue Beispiele Eingang gefunden. Auch die meisten Beweise (z.B. der Beweis der Aquivalenz von Turing-
Akzeptierbarkeit und grammatischer Erzeugbarkeit) wurden neu gefasst.

Oldenburg, Februar 2006 E. Best

Das Skript wird sténdig gepflegt. Wenn Thnen beim Lesen Fehler auffallen, geben Sie diese bitte schriftlich
im Sekretariat der Theoretischen Informatik bekannt oder schicken Sie eine Mail an

eike.best@informatik.uni-oldenburg.de.

Stand der Anderungen (Version): 11. Februar 2006.

ACHTUNG: Das Skript wird in mehreren Teilen verteilt. Beim ersten Teil sind ein vorldufiges Inhalts-
verzeichnis und ein vorldufiger Index dabei. Diese beiden Teile werden zum Schluss der Vorlesung hin neu
berechnet und aktualisiert zur Verfiigung gestellt.
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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Modellbildungen in der Theoretischen Informatik

Anhand des Begriffs des Berechenbarkeit von Funktionen kann man verfolgen, wie die Theoretische In-
formatik Modelle zur Beantwortung allgemeiner Fragen bildet. Was ist zum Beispiel der Unterschied
zwischen den beiden Funktionen:

N—N N—N
. . 2
I { x— x+1 und - g: { z—x(z+l)

Vom mathematischen Standpunkt aus kénnte man antworten: f und g sind nicht die gleichen Funktionen;
fiir alle Werte auBler fiir x=1 liefern sie verschiedene Ergebnisse. Vom algorithmischen Standpunkt aus
fallt in erster Linie auf, dass g etwas ,schwerer berechenbar“ zu sein scheint als f, denn aufler der
Addition +1 muss auch noch eine Multiplikation geleistet werden. In dieser Antwort steckt schon implizit
eine Berechnungsvorschrift (d.h.: ein Algorithmus) zur tatsidchlichen Berechnung von f bzw. g, d.h., zur
automatischen Erzeugung der Ausgabewerte f(z) bzw. g(z) nach Eingabe von x.

Ganz unbedarft kénnte man (etwa wegen der ,,Einfachheit“ der Menge N) annehmen, dass alle Funktionen
von N nach N im intuitiven Sinne berechenbar sein miissen. Das ist jedoch mit an Sicherheit grenzender
Wahrscheinlichkeit nicht der Fall. Diese Erkenntnis hat sich erst langsam durchgesetzt, was keineswegs
verwunderlich ist. Denn nehmen wir an, wir mochten beweisen, dass es eine nicht-berechenbare Funktion
von N nach N gibt. Um dies streng zu zeigen, muss eine grofle Schwierigkeit {iberwunden werden, denn wir
bendétigen einen formalen Berechenbarkeitsbegriff. Erst wenn solch ein Begriff vorliegt, kann unzweideu-
tig das Vorhandensein (oder auch die Nichtexistenz) einer nicht-berechenbaren Funktion nachgewiesen
werden. Die Turingmaschine, die wir in dieser Vorlesung definieren werden (nach Alan Turing, 1936), ist
gerade zu diesem Zweck erfunden worden. Sie ist ein (Denk-)Modell, durch das Turing formal diejenigen
Objekte zu erfassen versuchte, die ,,im Prinzip® mit einer Maschine (einem Computer) berechnet werden
konnen.

Seit den dreifliger Jahren sind neben der Turingmaschine noch viele weitere Modelle und damit Formali-
sierungen des Begriffs , Berechenbarkeit“ entstanden (es entstehen auch heute immer noch weitere). Unter
den bekanntesten sind die p-rekursiven Funktionen (1936; hier wird eine Funktion berechenbar genannt,
wenn sie sich durch eine rekursive Definition bestimmter Art darstellen lésst), der A-Kalkil (1936; hier

1
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wird eine Funktion berechenbar genannt, wenn sie sich durch einen gewissen Ausdruck eines Kalkiils
definieren ldsst) und die formalen Grammatiken (nach Noam Chomsky und anderen, ab 1959; hier wird
eine Funktion berechenbar genannt, wenn sie sich — als Relation und damit als Sprache betrachtet — durch
eine gewisse Grammatik erzeugen lisst).

Ist man an der Existenz von nicht-berechenbaren Funktionen interessiert, miisste man eigentlich die Exi-
stenz solcher Funktionen im Prinzip fiir jedes einzelne dieser Berechenbarkeitsmodelle separat nachweisen.
Andererseits (und fiir diesen Zweck: gliicklicherweise) hat sich herausgestellt, dass diese Modelle immer
auf die gleiche Klasse von Funktionen hinauslaufen. Das bedeutet: ist eine Funktion Turing-berechenbar,
dann ist sie auch p-rekursiv, und umgekehrt; ist eine Funktion p-rekursiv, dann ist sie auch A-definierbar,
und umgekehrt; usw. Dies bewirkt eine erhebliche Vereinfachung der einzelnen Existenzbeweise, denn ist
eine Funktion nicht Turing-berechenbar, dann ist diese gleiche Funktion (wegen der besagten Aquivalen-
zen) auch weder p-rekursiv, noch A-definierbar, noch durch eine Grammatik erzeugbar.

Die These von Church-Turing besagt, dass der intuitive Berechenbarkeitsbegriff gerade durch eine dieser
vielen dquivalenten formalen Berechenbarkeitsbegriffe erfasst wird. Diese These ist seit langem anerkannt
und wird durch jeden neu hinzukommenden Aquivalenzbeweis erhirtet, kann aber (weil der intuitive
Berechenbarkeitsbegriff per se nicht formal gefasst ist) nicht streng bewiesen werden.

Die Funktionen, die auf Grund der genannten (dquivalenten) Definitionen als , berechenbar® bezeichnet
werden, bilden nur eine kleine Klasse der Menge aller Funktionen, die aber immer noch sehr grofl und
uniiberschaubar ist. In der Praxis ist man hauptséchlich an bestimmten Klassen berechenbarer Funktio-
nen interessiert. Es werden in der Theoretischen Informatik — und auch in dieser Vorlesung — vor allem
zwei Techniken zur Aussonderung von Teilklassen berechenbarer Funktionen betrachtet: strukturelle Ein-
schrinkungen und algorithmische Einschrdinkungen.

Zur Definition struktureller Einschréinkungen taugen vor allem das formale Maschinenmodell (beruhend
auf der Turingmaschine) und das Grammatikmodell. Beiden Modellen ist eigen, dass man an gewissen
Parametern so ,drehen* (d.h., sie geeignet verindern bzw. einschrinken) kann, dass jeweils hochst in-
teressante Teilklassen entstehen. Die Analogie geht sogar so weit, dass man durch analoges ,,Drehen*
an einander entsprechenden Parametern bei beiden Modellen jeweils dquivalente Teilmodelle erhilt (im
Hinblick auf die definierte Teilklasse der berechenbaren Funktionen). In dieser Vorlesung werden wir
dies anhand der beiden Maschinen-Teilmodelle Endliche Automaten und Kellerautomaten und der ihnen
entsprechenden Grammatik-Teilmodelle rechts- bzw. linkslineare Grammatiken und kontextfreie Gram-
matiken nachvollziehen.

Zur Definition algorithmischer Einschrinkungen bietet sich das Maschinenmodell am unmittelbarsten
an, denn hierin ist es am einfachsten moglich, Begriffe zu definieren, die dem ,,Zeitbedarf“ und dem
»opeicherplatzbedarf“ von Computern entsprechen. Diese beiden Parameter, Zeit und Speicher, sind
die wichtigsten quantitativen Leistungsmerkmale fiir die Berechnung durch einen Algorithmus. Leisten
zwei Algorithmen das gleiche, verbraucht einer aber weniger Zeit und weniger Speicherplatz, dann ist
dieser natiirlich vorzuziehen. In der Praxis kommt sehr hiufig ein Mischfall vor: versucht man, einen
Algorithmus in Bezug auf seinen Zeitbedarf zu optimieren, muss man mehr Speicherplatz investieren,
und umgekehrt. Trotzdem (oder gerade deswegen) ist es sinnvoll, wenn moglich, Schranken fiir den Zeit-
und Speicherbedarf zur Berechnung einer gegebenen Funktion zu finden, und allgemeiner, die Klasse der
berechenbaren Funktionen in ,leicht berechenbare“ und ,,schwer berechenbare* einzuteilen. Es stellt sich
heraus, dass eine noch feinere Unterteilung mdoglich ist, und dies werden wir in der vorliegenden Vorlesung
ebenfalls andeuten.

Das Skriptum ist folgendermafien aufgebaut. Im Rest dieses Kapitels geben wir Literatur an. Kapitel 2
bietet dem Leser (der Leserin) eine Einfiihrung in die mathematischen Strukturen, die im Verlauf der
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Vorlesung benotigt werden: Mengen (darunter auch Funktionen), Sprachen und Algorithmen.

In Kapitel 3 werden formale Grammatiken mitsamt ihren wichtigen strukturellen Einschriankungen defi-
niert. Wir konzentrieren diese Definitionen in einem Kapitel, weil sie sich homogen angeben lassen.

In Kapitel 4 betrachten wir die am stéirksten einschrinkenden strukturellen Eigenschaften: endliche Au-
tomaten und links- bzw. rechtslineare Grammatiken, sowie die dadurch beschriebenen reguldren Sprachen.
Unser Ziel ist die Charakterisierung dieser Sprachen.

Das Kapitel 5 ist einer etwas weniger eingeschrinkten Sprachklasse, der Klasse der kontextfreien Spra-
chen, gewidmet. Wir zeigen, dass fiir die Erzeugung solcher Sprachen #quivalent entweder kontextfreie
Grammatiken oder Kellerautomaten verwendet werden kénnen.

In Kapitel 6 wenden wir uns den beiden grundlegenden Berechnungsmodellen zu: Turingmaschinen und
Grammatiken zur Berechnung von Funktionen bzw. Erzeugung von Sprachen. Wir beweisen unter ande-
rem, dass in Bezug auf die akzeptierten bzw. erzeugten Sprachen Turingmaschinen und formale Gram-
matiken gleich méchtig sind.

Das Kapitel 7 beantwortet die zu Beginn aufgeworfene — und nunmehr, nach den vorbereitenden Uberle-
gungen des Kapitels 6, streng mathematisch beantwortbare — Frage: ob es nicht-berechenbare Funktionen
(bzw. nicht algorithmisch erzeugbare Sprachen) gibt? Es wird eine erste Funktion dieser Art angegeben,
und danach ein Prinzip, nach dem weitere gefunden werden koénnen.

Das Kapitel 8 ist schliefllich algorithmischen Untersuchungen vorbehalten. Wir analysieren den Zeitbe-
darf und den Speicherplatzbedarf von Turingmaschinen. Geleistet wird hier eine Klasseneinteilung der
berechenbaren Funktionen von N nach N in ,relativ leicht berechenbare“ (diese bilden die Klasse P, fiir
polynomiell berechenbar), , vermutlich schwer berechenbare® (diese bilden die Klasse NP, fiir nichtdeter-
ministisch polynomiell berechenbar) und ,den Rest“, d.h. ,ziemlich sicher sehr schwer berechenbare®.
Eigentlich sollte es genauer heiflen, dass diese Einteilung vermutlich eine solche ist. Insbesondere ist das
Problem, P = NP zu beweisen oder zu widerlegen, ungel6st. Dieses Problem wird oft als das berithmteste
offene Problem der Informatik bezeichnet.

1.2 Literaturverzeichnis

Die Themen dieser Vorlesung sind Standardstoff in den Informatik-Curricula auf der ganzen Welt. Es exi-
stiert eine grofle Menge an Literatur, von der wir nur eine kleine Auswahl nennen kénnen. Als begleitende
Literatur fiir diese Vorlesung empfehlen wir primér:

e U. Schoning: Theoretische Informatik - kurz gefasst. Verlag Spektrum 4. Auflage, 2001, 198 S., ISBN
3827410991.

Dieses Buch konzentriert sich auf das Wesentliche und vermittelt den Stoff in ansprechender und
lesbarer Form ohne Verzicht auf Prézision.

e J.E. Hopcroft, J.D. Ullmann: Introduction to Automata Theory, Languages and Computation.
Addison-Wesley, Reading (Mass.), 1979.
Dieses Buch ist trotz seines relativen Alters ein Klassiker, unbedingt zu empfehlen.
Es gibt eine , abgespeckte* und sehr lesbare Uberarbeitung:

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullmann: Introduction to Automata Theory, Languages, and Com-
putation, 2/E. Addison Wesley Higher Education, 2001, 521 Seiten, ISBN: 0-201-44124-1.
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sowie eine deutsche Ubersetzung:

J.E. Hopcroft, R. Motwani, J.D. Ullmann: Einfihrung in die Automatentheorie, Formale Sprachen
und Komplexititstheorie. 2. Auflage, Pearson Studium, 2002, 528 Seiten, ISBN: 3-8273-7020-5.

e A. Asteroth, Ch. Baier: Theoretische Informatik. Pearson Studium, 2002, ISBM 3-8273-7033-7.

e K. Erk, L. Priese: Theoretische Informatik - eine umfassende Finfihrung. Springer-Verlag, 2., erw.
Aufl.; 2002, 467 Seiten, ISBN 3-540-42624-8.

Als Sekundérliteratur nennen wir die folgenden Werke:

e N. Blum: Theoretische Informatik - eine anwendungsorientierte Einfihrung. Oldenbourg, 2001 (2.
Auflage, 339 Seiten).

E. Borger: Berechenbarkeit, Komplexitdt, Logik. Vieweg, Braunschweig 1986.

e W. Brauer: Automatentheorie. Teubner Verlag, Stuttgart 1984.

E. Engeler, P. Lauchli: Berechnungstheorie fiir Informatiker. Teubner, Stuttgart 1988.

G. Goos: Vorlesungen iiber Informatik, Band 3: Berechenbarkeit, formale Sprachen, Spezifikationen.
Springer-Verlag, Berlin, 1997.

e P.R. Halmos: Naive Set Theory. Springer-Verlag, Undergraduate Texts in Mathematics (1960 und
1974). Gut lesbar.

e D. Harel: Algorithmics — The Spirit of Computing. Addison-Wesley, Reading (Mass.), 1987.

H. Hermes: Aufzihlbarkeit, Entscheidbarkeit, Berechenbarkeit. Springer-Verlag, Berlin (1961, 1971,
1978).

e A.R. Lewis, C.H. Papadimitriou: Elements of the Theory of Computation. Prentice Hall, Englewood
Cliffs 1981.

e A. Merceron: Languages and Logic. Pearson Education, 2001 (158 Seiten).

e K.R. Reischuk: Finfiihrung in die Komplezititstheorie. Teubner Verlag, Stuttgart 1990.

A. Salomaa: Computation and Automata. Cambridge University Press, Cambridge 1985.

A. Salomaa: Formal Languages. Academic Press, New York 1973.

K. Wagner: Finfiihrung in die Theoretische Informatik - Grundlagen und Modelle. Springer-Lehrbuch
(1994).



Kapitel 2

Grundlagen

Die Abschnitte 2.1 (Mengen, Relationen, Funktionen) und 2.2 (Graphen, Bdume) enthalten Definitionen,
die eigentlich schon in anderen Vorlesungen erschépfend behandelt worden sein sollten (vor allem im
Modul Diskrete Strukturen, aber auch in anderen Mathematikveranstaltungen und in den Modulen zu
Algorithmen und Datenstrukturen,).

Warum diese Wiederholungen?

Nun, einerseits kommen Begriffe wie injektiv, transitiv usw. an vielen Stellen im weiteren Verlauf unserer
Untersuchungen vor, andererseits bestehen manchmal auch subtile Unterschiede in der Behandlung von
Grundbegriffen. Féangt N mit der Null an oder mit der Eins? Wird die relationale Komposition von links
nach rechts geschrieben oder von rechts nach links? Diese beiden Fragen beantworten wir folgendermaflen:

e Achtung: Die Menge N der natiirlichen Zahlen fingt mit der 0 an: N ={0,1,2,3,...}.

e Achtung: Die relationale Komposition wird von links nach rechts geschrieben:
(x,y) € (poo) bedeutet 3Jz: (x,2) € pA(z,y) € o,
und demzufolge heifit bei Funktionen f und g

(fog)(x) =g(f(x)) (und nicht etwa = f(g(x))).

Beides wird gleich noch genauer erkléart.

Abschnitt 2.3 (Worter und Sprachen) geht speziell auf die Grundlagen dieser Vorlesung ein. Ein Wort
wird dort zunéchst ganz unscheinbar als die Aneinanderreihung von endlich vielen Buchstaben eingefiihrt.
Dahinter steckt jedoch ein sehr méchtiges Konzept, denn wir werden sehen, dass sich eigentlich alle
Objekte, die hier {iberhaupt von Interesse sind (Zahlen, Daten, Grammatiken, Automaten, Programme,
Computer) in Worter iibersetzen lassen. Von grofier (und bekannter) Bedeutung ist dabei das zweistellige
Alphabet, das Binéralphabet, das nur die Buchstaben 0 und 1 beinhaltet; wir lassen aber auch andere
Alphabete zu.
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In Abschnitt 2.4 definieren wir eine kleine Programmiersprache, die uns vor allem dazu dienen wird,
Worter und andere endliche Objekte ineinander umzurechnen. Diese Sprache ist eine Art Mini-Java bzw.
Mini-C. Schlieflich gehen wir in Abschnitt 2.5 auf solche Umrechnungen ein. Ein bekanntes Beispiel ist
die Umrechnung der Dezimaldarstellung in die Dualdarstellung einer Zahl, aber wir werden noch andere
und kompliziertere Umrechnungen benétigen.

Dieser Abschnitt enthélt viele kleine Beispiele und eignet sich deshalb vor allem zum Selbststudium. In
der Vorlesung gehen wir nur auf die spezifisch wichtigen Begriffe ein. Es gibt im Text eine Reihe von
»2Anmerkungen®, die beim ersten Lesen ohne Schaden ausgelassen werden kénnen.

2.1 Mengentheoretische Grundbegriffe

2.1.1 Logik und Mengen

Aussagelogische Konstanten sind false (,,falsch“) und true (,wahr®). An aussagelogischen Konnektiven
benutzen wir A (logisches ,,und“, Konjunktion), V (logisches ,oder®, Disjunktion), = (logisches “nicht*,
Negation), = (Implikation) und < (Aquivalenz). Mit 3 und V werden die pridikatenlogischen Konnektive
»es existiert ein“ und ,,fiir alle* bezeichnet.

Beispiel:
Der pridikatenlogische Ausdruck

VeIy: x <y A prim(y)

besagt, dass es fiir jedes x ein y gibt, das grofler als z und prim ist. Diese Aussage ist fiir die natiirlichen
Zahlen und mit den iiblichen Interpretationen von ,gréfler” und ,,prim“ wahr.
Ende des Beispiels

Die leere Menge wird mit () bezeichnet. x € X (x € X) bedeutet, dass x ein (bzw. kein) Element von
Xist. XNY = {w | weXAweY} und X UY = {w | weXVweY} sind der Durchschnitt bzw. die
Vereinigung von X und Y; X\Y = {x € X | x € Y} bezeichnet die Differenzmenge von X und V; X C Y
bedeutet, dass X Teilmenge von Y ist (man sagt auch: Y umfasst X); X heifit echte Teilmenge von YV
(geschrieben X C 'Y oder X &Y'), wenn zusiitzlich X#Y gilt. Ist Z eine (Grund-)Menge und gilt X C Z,
dann ist das Komplement von X beziiglich Z definiert als X = Z\ X.

Eine Menge, die ein einziges Element hat, heiBt Einermenge. 2% = {A | ACX} ist die Potenzmenge von
X, d.h. die Menge aller Teilmengen von X (einschlieflich ) und X). X; x ... x X,, ist das Kartesische
Produkt der Mengen X1, ...,X,, d.h. die Menge aller n-Tupel (x1,...,2,) mit z; € X; fir 1 <i < n.
Gilt n = 0, dann setzen wir X; x ... x X, per definitionem gleich {0}. Gilt X; = ... = X,, = X, dann
wird X7 x ... x X, auch kurz mit X" bezeichnet.

Um Mengen explizit anzugeben, verwenden wir die Schreibweise mit Mengenklammern: durch sogenannte
Mengenkompression (z.B. ist {x € X | E(x)} die Menge aller Elemente = in X mit der Eigenschaft E(z)),
oder aufzihlend (z.B. sind {0,1,2,3} die Menge der ersten vier natiirlichen Zahlen und {z1,x2,...} die
Menge aller z; mit j =1,2,...).

Wichtige Mengen sind die Menge der natiirlichen Zahlen N = {0,1,2,3,...} und die Menge der ganzen
Zahlen Z = {0,1,—1,2,-2,3,-3,...}. {0,...,n—1} ist die Menge die ersten n natiirlichen Zahlen; gilt
n = 0, dann setzen wir per definitionem {0, ...,n—1} gleich 0.
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Beispiel:

3e{0,1,2,3}, 3¢1{0,1,2}, 0€{0,1,2}, {0} ¢ {0,1,2} (1)

{0,1,2} N {0,2,3} = {0,2}

{0,1,2} U {0,2,3} ={0,1,2,3}

{0,1,2}\ {0,2,3} = {1}

{0,1,2} £{0,2,3}, {0} €{0,2,3}, 0¢Z{0,2,3}(!), {0 1} ¢ {0,1,2}

mit Grundmenge N ist {0,1,2} = {3,4,5,...}, {0,2,4,...} ={1,3,5,...}, § =N
mit Grundmenge Z ist {0,1,2} = {..., -3, -2, —1, 3,4,5, LY 0=z

200.02) Z {0, {0}, {1}, {2}, {0,1}, {0, 2}, {1,2}, {0, 1,2}}

{0,1} x {0,2} = {(0,0),(0,2), (1,0),(1,2)}

{0} ={(0,0,0)}, 0°=0, 0°={0} ().

Ende des Beispiels

2.1.2 Relationen

Eine (bindre) Relation p ist eine Teilmenge des Produkts X x Y zweier Mengen X und Y, d.h. p C X xY.
Wir schreiben (z,y) € p oder auch z py, um auszudriicken, dass die Elemente z € X und y € Y sich in
der Relation p befinden.

Achtung! Die Mengen X und Y gehoren zur Definition einer Relation mit dazu. Wenn Sie das
Wort ,,Relation® horen, sollten Sie sich immer auch die Frage ,,weify ich denn genau, zwischen
welchen beiden Mengen?* beantworten (lassen).

Beispiel:

Wir betrachten zwei dreielementige Mengen: X = {0,1,2} und Y = {0,1,3}. Abbildung 2.1 zeigt drei
Relationen zwischen diesen beiden Mengen.

Ende des Beispiels

Der Vorbereich (engl.: domain) bzw. der Nachbereich (engl.: codomain) von p sind die Mengen dom(p) =
{reX|yeY:xzpy}und cod(p) ={y €Y | Iz € X: xpy}. Das Komplement von p ist die Relation
p = (X x Y)\p, die Inverse von p ist eine Relation p=! auf Y x X, die durch (y,z)ep~t & (z,y)€p
definiert ist. Die Relation p heifit rechtseindeutig, wenn gilt:

Vee XVy,y €Y: ((z,y) €pA(z,y)€p) = y=1,

1 —1

rechtstotal, wenn gilt: cod(p) =Y, linkseindeutig, wenn p~* rechtseindeutig ist, und linkstotal, wenn p

rechtstotal ist.

Es seien X,Y und Z drei Mengen und p C X x Y und 7 C Y x Z zwei Relationen. Die relationale
Komposition poT C X X Z von p und 7 ist folgendermaflen definiert:

(x,z) € por genau dann, wenn Jy € Y: (z,y) € pA(y,2) €T

Alle vorgenannten Eigenschaften, von rechtseindeutig bis linkstotal, bleiben iiber die relationale Kompo-
sition erhalten. Sind zum Beispiel p und 7 beide rechtseindeutig, dann ist auch p o 7 rechtseindeutig.
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P11 = {(0’ O)a (17 1)7 (27 3)}

P2 = {(07 0)7 (27 1)7 (27 3)}

pP3 = {(O’ O)v (27 1)}

Abbildung 2.1: Drei Relationen p1, ps und ps, alle C X x Y

Beispiel: Fiir die Relationen aus Abbildung 2.1 gilt:

cod(p1) = {0,1,3}, dom(ps) = {0,2}

71 = {(0,1),(0,3), (1,0), (1,3), (2.0), (2, 1)}

pyt =1{(0,0),(1,1),(3,2)} Frage: Zwischen welchen Mengen?
p3' = {(0,0), (1.2)}

p1 ist links- und rechtseindeutig und links- und rechtstotal

p2 ist links-, aber nicht rechtseindeutig

ps ist weder links- noch rechtstotal

p1o(p7h) ={(0,0),(1,1),(2,2)} (eine Relation auf X x X)
p1o(p3") =1{(0,0),(1,2)} (auch eine Relation auf X x X).

Ende des Beispiels
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Sei p € X XY eine Relation iiber den Mengen X und Y und seien X’ C X und Y/ C Y zwei Teilmengen
von X bzw. von Y. Die Einschrinkung p|x:xy’ C X’ x Y’ von p ist folgendermaflen definiert: p|x/xy: =
pN (X' xY'). Im Fall Y/ =Y schreiben wir manchmal auch kurz p|x: statt p|x/xy.

Beispiel:

P1|{1,2}x{0,1,3} ={(1,1),(2,3)}
pil{12yx 0.3y = {(2,3)}
P2|{1,2}x{0,1,3} ={(2,1),(2,3)}
p2l{1,2yx{0,3y = {(2,3)}
p3l{1.2yxq0,1,3y = 1(2,1)}

p3l{1,2yx{0,33 = 0
Ende des Beispiels

Nun nehmen wir zusétzlich X =Y an.

Beispiel:
Wir betrachten wieder die Menge X = {0, 1, 2}. In Abbildung 2.2 ist eine Relation p iiber dieser Menge
angegeben.

’x

pP= {(O)O)v (1, 0)}

Abbildung 2.2: Eine Relation p C X x X

Ende des Beispiels

Mit idx bezeichnen wir die Identititsrelation auf X x X, die durch (z,2') € idx < x = 2’ definiert ist.
FEine Relation p auf X, d.h. p C X x X, heifit:

reflexiv, wenn gilt: idx C p.
irrefleziv, wenn gilt:  (p N idx) = 0.
transitiv, wenn gilt: (pop) Cp
symmetrisch, wenn gilt: p=p~!

antisymmetrisch, wenn gilt: (pNp~1) Cidx.
Fiir n € N ist die nte Potenzierte p™ von p induktiv folgendermafien festgelegt:

P’ =idx und p"tl=pop
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Die vorgenannten Eigenschaften bleiben auch hier erhalten, denn idx erfiillt alle, und p™ ist mit Hilfe
der relationalen Komposition definiert; ist p z.B. rechtseindeutig und linkstotal, dann gilt das gleiche fiir
p". Die reflexive transitive Hiille p* und die transitive Hiille p* von p sind definiert durch

pr = U p" bzw. durch pt = U "
neN ne(N\ {0})

Beispiel: Siehe Abbildung 2.2. Dort gilt:

pop= {(070)7 (1’0)}

p~ ' =1{(0,0),(0,1)}

p® =idx = {(0,0),(1,1),(2,2)}

pt =p=1{(0,0),(1,0)}

p> =pop=1{(0,0),(1,0)}
pP=...=p"={(0,0),(1,0)} fiir n >3

p* = {(Oa 0), (17 0)’ (lv 1); (27 2)}
p+ - (07 0)7 (lv O)}
p ist transitiv und antisymmetrisch, aber nicht reflexiv, nicht irreflexiv und nicht symmetrisch.

Ende des Beispiels

Eine Relation p € X x X heift eine Aquivalenzrelation, wenn sie reflexiv, transitiv und symmetrisch ist.
Die maximal groBen Teilmengen W C X mit Vaz,y € W: (z,y) € p heilen die Aquivalenzklassen von p.
Ein Element einer Aquivalenzklasse heifit ein Reprisentant dieser Klasse, weil aus seiner Kenntnis (und
der Kenntnis der Relation) die gesamte Klasse zuriickberechnet werden kann. Ist x € X, dann bezeichnet
man mit [z], (oder einfach nur mit [z], wenn p bekannt ist) diejenige Aquivalenzklasse von p, die z
enthilt. Es gilt (x,y)€p & [z]=[y].

Hat p endlich viele Aquivalenzklassen, heifit deren Anzahl der Index von p. Gilt py C py, dann heiBt py
eine Verfeinerung von p;. Der Name kommt daher, dass im Falle p C p; alle Aquivalenzklassen von po
Teilmengen gewisser Aquivalenzklassen von p; sind.

Fiir beliebige Relationen p C X x X gilt: p* ist reflexiv; p* und p* sind transitiv; (p U p=1)* ist refle-
xiv, transitiv und symmetrisch. Die zuletzt genannte Relation heifit die von p erzeugte oder generierte
Aquivalenzrelation.

Beispiel: Fiir Abbildung 2.2 gilt

(pUp~1)* ={(0,0),(0,1),(1,0),(1,1),(2,2)}
Die Aquivalenzklassen von (p U p~1)* sind {0,1} und {2}

Es gilt [0],up-1)- = {0,1} = [1],up—1)

id{o,1,2} ist ebenfalls eine Aquivalenzrelation und auerdem eine Verfeinerung von (pUp~1)*, denn es gilt

. —1\%
id{0,1,2} c (pUp™)
v . v
mit Aquivalenzklassen {0}, {1} und {2} mit Aquivalenzklassen {0, 1} und {2}

Ende des Beispiels
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Eine Relation p C X x X heifit eine Halbordnungsrelation oder partielle Ordnung, wenn sie reflexiv,
transitiv und antisymmetrisch ist.

Beispiel:

Die Relation C ist eine Halbordnung auf der Potenzmenge einer gegebenen Menge.

Ende des Beispiels

Die Bezeichnung ,,Hiille“ fiir p* ist durch die folgende Aussage gerechtfertigt:
Lemma 2.1.1 p* ist die kleinste (in Bezug auf C) reflexive und transitive Relation, die p umfasst.

Beweis: Es gibt reflexive und transitive Relationen, die p umfassen, némlich (trivialerweise) p,o = X x X
und p*; denn es gilt p C p* wegen p = pl. Sei nun o eine beliebige reflexive und transitive Relation, die
p umfasst: p C 0. Wir zeigen p* C 0. Sei (z,y) ein beliebiges Element von p*. Dann gibt es ein n€N mit
(z,y) € p", und daher auch Elemente zg,...,z, in X mit

x=x0, Tp,=y und (xg,x1)Ep, (1,22)€P, ..., (Tn_1,Tn)Ep.

Wegen p C o gilt Letzteres auch, wenn man p durch o ersetzt. Da o reflexiv und transitiv ist, folgt
daraus durch einen Induktionsschluss, dass (zg, z,)€0, da aber x=xz¢ und z,=y, folgt daraus (z,y)€o,
und damit ist der Beweis von p* C o beendet. X 2.1.1

Man beachte, dass wir hier implizit auch gezeigt haben, dass es eine eindeutige kleinste reflexive und
transitive Relation gibt, die p umfasst. Das muss durchaus nicht immer gelten, wenn man die Eigen-
schaften ,reflexiv® und ,transitiv® durch andere ersetzt. Genauso zeigt man allerdings Folgendes: p* ist
die kleinste transitive Relation, die p umfasst, und die von p erzeugte Aquivalenzrelation ist die kleinste
Aquivalenzrelation, die p umfasst.

2.1.3 Funktionen und Operationen

Wir fassen Funktionen als spezielle Relationen auf.

Seien X, Y Mengen. Eine Relation f C X x Y heif3it partielle Funktion von X nach Y, wenn f rechtsein-
deutig ist; f heiit Funktion (oder zur genaueren Unterscheidung auch totale Funktion) von X nach Y,
wenn [ zusétzlich linkstotal ist. Die Tatsache, dass f partielle Funktion (bzw. Funktion) von X nach YV
ist, wird kurz auch durch f: X Ly (bzw. f: X —Y) ausgedriickt. Die Menge aller Funktionen von X
nach Y wird auch mit X — Y bezeichnet, so dass f: X — Y gleichbedeutend mit f € (X —Y) ist.

Achtung! Die Mengen X und Y gehoren zur Definition einer Funktion mit dazu. Wenn Sie
das Wort ,,Funktion“ hoéren, sollten Sie sich immer auch die Frage ,,weif} ich denn genau, von
wo nach wo die Funktion fithrt?“ beantworten.

Um explizit anzugeben, dass f eine (partielle) Funktion von X nach Y ist, die das Element # € X in das
Element y € Y abbildet, verwenden wir die Schreibweise:

r

f: x & vy b f: X —- Y Grundbereiche
' e T T oy Wirkung auf Elemente.

Beispiel:
Wir betrachten wieder die beiden dreielementigen Mengen X = {0,1,2} und Y = {0,1,3}. Abbildung
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2.3 zeigt zwei Funktionen zwischen diesen beiden Mengen. Traditionell wird die Zuordnung von Ele-
menten hier durch einen Pfeil (statt einer ungerichteten Kante) ausgedriickt; das hat aber keine weitere
Bedeutung, als zu suggerieren, dass ,,ein Element aus X auf ein Element aus Y abgebildet* wird.

Die Relation py aus Abbildung 2.1 und die Relation p~! aus Abbildung 2.2 sind Beispiele fiir Relationen,
die keine partiellen Funktionen sind.
Ende des Beispiels

N
X Y

i X =Y
L 0—0,1—0

X Y ] X =Y

Abbildung 2.3: Zwei Funktionen f; und f3, beide € X — Y

Eine partielle Funktion f ordnet jedem x€X ho6chstens ein y€Y zu. Im Falle, dass x kein zugeordnetes
y hat, heifit f auf x undefiniert. Im anderen Falle ist die Schreibweise f(x)=y statt (x,y)ef iiblich; y
heifit dann der Funktionswert von f an der Stelle (oder dem Argument) x. Diese Schreibweise wird auch
auf die Argumente z, an denen f undefiniert ist, ausgedehnt, und man schreibt f(x)=undef fir solche x
(natiirlich wird undef¢Y angenommen).

Beispiel: In Abbildung 2.3 ist f; eine partielle Funktion, aber keine (totale) Funktion. Es gilt

f1(0)=0
f11)=0 (2.1)
f1(2) = undef

Hingegen ist fo sowohl partielle als auch totale Funktion, also eine Funktion. Es gilt

f2(0) =0
fo(1) =3
f2(2) =3

Ende des Beispiels
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Anmerkung:

Die letzte Uberlegung zeigt, dass die partiellen Funktionen von X nach Y genau gleichwertig mit den
Funktionen von X nach YU{undef} sind. Beispielsweise ist f; gleichwertig mit der Funktion von X
nach Y U {undef }, die durch (2.1) definiert ist. Eine &hnliche Bemerkung kann iiber den Zusammenhang
zwischen Relationen und Funktionen allgemein gemacht werden. Die Relationen zwischen X und Y sind
genau gleichwertig mit den Funktionen von X nach 2¥. Denn hat man eine Teilmenge p von X xY,
gewinnt man eine Funktion, indem man jedem x€X die Menge seiner durch p zugeordneten Elemente
von Y zuordnet. Hat man umgekehrt eine Funktion f von X nach 2V, gewinnt man eine Relation, indem
man z€X genau mit den Elementen in f(z) in Beziehung setzt.

Beispiel: Die Relation pa2 = {(0,0),(2,1),(2,3)} in Abbildung 2.1 ist gleichwertig mit der Funktion

) X —2Y
Tt L 0m {0}, 120, 20— {1,3)

Ende des Beispiels
Ende der Anmerkung

Davon zu unterscheiden ist die Erweiterung f einer beliebigen (aber nicht partiellen) Funktion f: X — Y,
die definiert ist als eine Funktion von 2% nach 2Y:

F4) = | fa), fir ACX.

acA

Dann gilt auf Einermengen {a} C X: f({a}) = {f(a)}. Es handelt sich deswegen um eine sogenannte
konservative (d.h.:_”das Alte respektierende®) Erweiterung. Deswegen wird auch hiufig der Querstrich
weggelassen, d.h., f wird einfach wieder mit f bezeichnet.

Beispiel: Die Erweiterung f» der Funktion f; in Abbildung 2.3 ist die folgende Funktion:

2X N 2Y
for 3 00, {0} — {0}, {3} — {3}, {2} — {2}
{0,1} — {0,3}, {0,2} — {0,3}, {1,2} — {3}, {0,1,2} — {0,3}

Ende des Beispiels

Eine Funktion f von X nach Y heiflt injektiv, wenn sie zusétzlich linkseindeutig, surjektiv, wenn sie
rechtstotal, und bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Beispiel:

Die Funktion f5 in Abbildung 2.3 ist weder injektiv noch surjektiv, also auch nicht bijektiv. Zwischen den
beiden dreielementigen Mengen X und Y, die wir als Beispiele gewéhlt haben, gibt es iiberhaupt keine
injektive Funktion, die nicht auch gleichzeitig surjektiv (und damit bijektiv) wire.

Bei endlichen Mengen kann man eine surjektive, nicht injektive Funktion von X nach Y nur dann kon-
struieren, wenn X echt mehr Elemente als Y hat, und eine injektive, nicht surjektive Funktion nur dann,
wenn Y echt mehr Elemente als X hat.

Bei unendlichen Mengen hat man zunéchst keinen Begriff von ,echt mehr“. Man kann aber obige Idee
verwenden, um gerade einen solchen Begriff zu definieren. Dazu kommen wir noch im Detail.
Ende des Beispiels
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Oft kommt der Fall X = X; x ... x X, vor, d.h., die Elemente von X sind n-Tupel von Elementen
(z1,...,Tp) mit z; € X;. Wenn f: X7 x ... x X, LN Y, heifit f n-stellig. Um die Stelligkeit zu betonen,
verwendet man oft einen eingeklammerten Hochindex: f( bedeutet, dass f eine n-stellige (partielle)
Funktion ist.

Eine (partielle) Funktion ®: X x X 2 X heift eine (particlle) biniéire Operation oder eine Verkniipfuny.
Die relationale Komposition o ist zum Beispiel eine partielle Operation auf der Menge der Relationen.
Generell schreibt man statt ®(z,y) = w auch 2®y = w. Eine Operation ® heifit kommutativ, wenn
Ve,y € X: 2@y = y®z gilt, und assoziativ, wenn Vz,y,z € X: (2®y)®z = 2®(y®z) gilt. Analog
definiert man undre oder dreistellige Operationen usw.

2.1.4 Zahlentheoretische Grundfunktionen

Eine (partielle) Funktion f heit zahlentheoretisch, wenn sie ein n-Tupel natiirlicher Zahlen auf ein k-

Tupel natiirlicher Zahlen abbildet. Meist gilt £ = 1 und f ist dann eine Funktion f(): N” 2 N. Wir
definieren einige einfache zahlentheoretische Funktionen.

Die Nachfolgefunktion.

Die Nachfolgefunktion ist einstellig und total, S: N — N, und ist definiert durch S(z) = x+1 fiir alle
2 € N. Eine andere Schreibweise dieser Definition ist:

S:{N_)N

r — x+1.

Die konstante Funktion.

Sei m € N. Die konstante Funktion Cglf ) st n-stellig und total. Sie ordnet jedem Tupel die feste Zahl m
Zu:

m (X1,...,xp) +— m.

Die Projektionsfunktion.

Die Projektionsfunktion PE") (fiir ein 4 mit 1 <14 < n) ist ebenfalls n-stellig und total und wihlt das i te
Argument aus:

p(m)., { N* — N
v ' (xh

ceyTp) TG

Die iiberall undefinierte Funktion.

Die Funktion O (manchmal auch ,Nullfunktion“ genannt, nicht jedoch mit der Funktion C(()n)7 die
jedem Argument die Zahl 0 zuordnet, zu verwechseln) ist eine n-stellige, nicht-totale Grundfunktion. Sie
ist auf keinem Argument definiert:

0. N* 5 N
. (‘rla ’ =

Die Auswahl- oder Selektionsfunktion.
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Die vierstellige totale Funktion A: N* — N wihlt ihr drittes Argument aus, wenn die beiden ersten
Argumente gleich sind, andernfalls das vierte:

N* - N
u falls x=y
(m,y,u,v) = { v falls I?éy

Benutzung der Grundfunktionen zur Definition weiterer zahlentheoretischer Funktionen.

FEine nahe liegende Schreibweise ist es, k n-stellige Funktionen fl(n),..., f,gn): N" — N zu Vektoren
zusammenzufassen: ( 1(n), ey f,gn)) ist, per definitionem, eine Funktion von N™ nach N* mit
(n) (n)
(@1, xn) = (i (@1, xn), o fy (@1, ).

Wir betrachten als Beispiel:
sg = (Pgl),Cgl),Cél),Cgl)) oA.

Das ist eine Funktion, die ein 1-Tupel (d.h., eine Zahl x) zuerst durch (P(ll), C(()l), C(()l), Cgl)) in ein Viertupel
iiberfithrt, das als Argument der Funktion A dient und letztlich eine Zahl liefert, insgesamt also eine
Funktion von N nach N. Inhaltlich wird 0 ausgewahlt, wenn x gleich 0 ist, sonst 1. Es handelt sich also
um eine etwas ungewohnliche Schreibweise fiir die nichtnegative Signum- (d.h. Vorzeichen-)funktion

N — N

sg: . 0 falls x=0
v 1 falls 2#0.

2.1.5 Michtigkeit und Abzihlbarkeit

Wir verwenden den Funktionsbegriff, um Grofienvergleiche zwischen Mengen anzustellen. Seien X und Y
zwei Mengen. X und Y heiflen gleichmdchtig (in Zeichen X ~ Y') wenn es eine Bijektion 8: X — Y gibt. X
heifit hichstens so méchtig wie Y, oder Y mindestens so méchtig wie X (X <Y), wenn Y’ CY: X ~ Y,
d.h., X ist gleichméchtig mit einer Teilmenge von Y. Y ist mdchtiger als X (X <Y), falls X <Y und
(X ~Y). X ist (hochstens) abzdhlbar, falls X < N. X ist dberabzihlbar oder nicht abzihlbar, falls
N < X. X ist endlich, falls X < N. X ist unendlich, falls N < X.

Beispiel:

Die Mengen {0,1,2} und {0,1,3} sind gleichmichtig.

Die Menge {0, 1,2} ist méchtiger als die Menge {0, 3}.
Die Mengen N und Z sind gleichméchtig (s.u.).

Die Mengen {0, 1,2} und {0, 1,3} sind abzéhlbar.

Die Menge N ist abzéhlbar unendlich (s.u.).

Die Mengen 2 und N — N sind iiberabzihlbar (s.u.).

Ende des Beispiels
Es gibt einige Charakterisierungen des Begriffs der Abzdhlbarkeit einer Menge X:
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Lemma 2.1.2 AQUIVALENTE DEFINITIONEN VON ABZAHLBARKEIT

Sei X eine Menge. Folgende Eigenschaften sind dquivalent:
(a) X XN, d.h., X ist abzihlbar;
(b) X =0 oder es gibt eine surjektive Funktion von N nach X;
(c) es gibt eine injektive Funktion von X nach N.

Beweis: (a)=(b): Falls X = 0, ist (b) direkt erfiillt. Sei X # @ und sei z € X. Laut (a) gibt es eine
Bijektion 8: X — A mit A C N. Wir definieren eine Funktion f: N — X mit:

B B~ n) falls ne A
fn) = {z falls n ¢ A.

Dann ist f eine Surjektion von N nach X.

(b)=(c): Falls X = 0, ist g = () eine Injektion von X nach N. Sei X # () und sei f: N — X eine laut
(b) existierende Surjektion. Fiir jedes € X definiere A, = {n € N | f(n) = z}. Dann gilt 4, # 0 fiir
alle z € X und A, N A, = 0 fiir z # y. Wihle n, € A, beliebig!. Definiere g: X — N mit g(z) = n,.
Offensichtlich ist g eine Injektion.

(¢)=(a): Sei g: X — N eine Injektion. Wihle A = cod(g). Dann gilt A C N und g = {(z,g9(x)) | z € X'}
ist eine Bijektion von X nach A. X 2.1.2
Teil (b) dieses Lemmas charakterisiert die Abzihlbarkeit einer nicht leeren Menge X durch tatséchliches

»Abzihlen“, d.h., durch die Angabe einer Funktion 8: N — X mit X = {£(0),3(1), 3(2),...}, d.h., der
Surjektivitdt von (.

Auch die Unendlichkeit von X kann (wieder mit Hilfe des Auswahlaxioms) anders charakterisiert werden:
durch die Existenz einer Bijektion von X auf eine echte Teilmenge von X . (Ohne Beweis.)

Speziell ist () eine endliche Menge. Ist X eine endliche Menge, bezeichnen wir mit | X| die Anzahl der
Elemente in X. Speziell gilt || = 0, |{0,...,n—1} =n, | X" = |X|" und | X1 x...xX,,| = | X1]-.. .- | X0,
vorausgesetzt, dass alle beteiligten Mengen endlich sind.

Die Relation ~ ist reflexiv, transitiv und symmetrisch, d.h. eine Aquivalenzrelation. Auch ist klar, dass
die Relation < reflexiv und transitiv ist; letzteres fithrt man leicht auf den Erhalt der Linkseindeutigkeit
iiber die relationale Komposition zuriick. Eine Art Antisymmetrieeigenschaft der Relation =< wird durch
den folgenden Satz geregelt.

Satz 2.1.3 Satz von Bernstein-Cantor-Dedekind-Schroder
Aus X <Y undY <= X folgt X ~Y.

lHierzu benétigen wir das Auswahlaziom der Mengenlehre, das zwar unabhingig von den anderen Axiomen ist, iibli-
cherweise (und auch hier) aber als gegeben angenommen wird.
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Beweis: Fir A,B C X gilt A C B & (X\B) C (X\A), ein rein mengentheoretisch zu beweisendes
Faktum. Sei f: X — Y eine beliebige Funktion. Wir betrachten die Erweiterung von f auf Teilmengen
A € 2% und verwenden den Buchstaben f (statt f) weiter. Aus ACB folgt f(A)Cf(B), denn seien ACB
und yef(A), dann gibt es ein z€A, also auch ein z€ B, mit y=f(z), und daher auch ye€f(B). Man sagt,
dass eine Funktion, die diese Eigenschaft hat, monoton beziiglich C ist?.

Es gelte nun sowohl X XY als auch Y < X. Dann gibt es eine Injektion f: X — Y und eine Injektion
g: Y — X. Wir definieren eine Funktion h: 2% — 2% durch h(A) = X\g(Y'\f(4)) fiir alle Ac2X. Auch
h ist monoton, denn

ACB = ( Monotonie (der Erweiterung) von f )

f(A) € f(B)

= ( Mengenlehre )
(YAf(4)) 2 (V\f(B))

= ( Monotonie (der Erweiterung) von g )
g(Y\f(A)) 2 g(Y\f(B))

= ( Mengenlehre )
(X\g(Y\f(4))) € (X\g(Y'\f(B)))-

Wir definieren nun eine spezielle Teilmenge H C X durch die Formel H = ({4 € 2% | h(A) C A}, d.h.,
H ist der Durchschnitt aller Teilmengen von X, auf die angewendet h ,kontrahierend“ (im Sinne von C)
wirkt. Man kann leicht nachweisen, dass H ein Fixpunkt von h ist, d.h. h(H) = H (siehe unten). Jetzt
definieren wir unter Zuhilfenahme von H eine Funktion §: X — Y, die zusammengesetzt ist aus f (auf
H) bezichungsweise aus g~' (auf X\ H):

f(x) falls x € H
Blz) = { g Hz) fallsx ¢ H.

Falls « nicht in H enthalten ist, folgt aus der Definition von H, dass = in g(Y'\ f(H)) liegt; deswegen und
wegen der Injektivitit von g ist in der zweiten Zeile der vorangegangenen Definition ¢~!(x) in der Tat
ein wohldefiniertes Element von Y. Es ist nicht schwer, zu zeigen, dass § eine Bijektion von X nach Y
ist (siehe unten). Also gilt X ~ Y, was zu zeigen war.

Ad ,H = h(H)“: wir zeigen zuerst h(H) C H und dann H C h(H). Setze A = {A € 2% | h(A4) C A}.
Sei B € A beliebig. Dann gilt h(B) C B, und weiter, da H als Durchschnitt aller A € A definiert ist:

HCB = (hist monoton )
h(H) C h(B)
= (h(B)C B und C transitiv )
h(H) C B.

Da B € A beliebig war, gilt also h(H) C B fiir alle B € A, und damit auch h(H) C H, denn H ist die
groBte Menge, die Teilmenge jeder Menge aus A ist.

Aus h(H) C H und der Monotonie von h folgt h(h(H)) C h(H), und damit auch h(H) € A (nach
Definition von A ) sowie H C h(H) (da H Teilmenge jeder Menge aus A ist).

2Monotonie ist nicht eine Eigenschaft nur einer Funktion, sondern bezieht sich immer auch auf eine Ordnungsrelation
wie C in unserem Fall. Die gleiche Funktion kann monoton beziiglich einer Ordnungsrelation und gleichzeitig nicht-monoton
beziiglich einer anderen Ordnungsrelation sein.
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Ad (3 ist bijektiv“: wir zeigen zuerst, dass @ surjektiv ist, und dann, dass § injektiv ist.

3 ist surjektiv: Sei y€Y. Falls y in f(H) liegt, gibt es ein z€ H mit y=f(z) und damit auch y=0(z), da
die erste Zeile der Definition von § anwendbar ist. Es gelte y€Y'\ f(H). Definiere z = ¢(y) (dann ist
wohldefiniert, weil g eine Funktion ist). Es gilt € g(Y'\ f(H)), also z ¢ X\g(Y\ f(H)) und somit x ¢ H
wegen H C X\g(Y\f(H)). Also y = B(x), da die zweite Zeile der Definition von § anwendbar ist.

3 ist injektiv: Es gelte y = B(x) und y = B(a'); zu zeigen ist x = z’. Falls z€H und «’'€H, gilt f(x) =
y = f(z'), und x = 2’ folgt aus der Injektivitit von f. Falls #¢H und 2'¢H, gilt g~ (z) = y = g~ 1(2'),
und z = 2’ folgt daraus, dass g eine Funktion ist. Es gelte z€ H und 2'¢ H. Dann f(z) =y = g~ !(2'),
also ' = ¢g(f(x)) und damit 2" € g(f(H)). Andererseits gilt auch ' € g(Y\f(H)) wegen z'¢ H und
H 2 X\g(Y\f(H)). Das widerspricht der Injektivitdt von g. Genauso zeigt man, dass x¢ H und '€ H
auf einen Widerspruch fiihrt.

Fiir den Nachweis der Surjektivitdt von 8 wurde der Teil H C X\g(Y'\ f(H)), fiir den Beweis der Injek-
tivitdt jedoch der Teil H D X\g(Y'\f(H)) der Fixpunktgleichung H = h(H) benétigt. X 2.1.3

Korollar 2.1.4 CHARAKTERISIERUNG VON ABZAHLBAR UNENDLICHEN MENGEN
X ist abzdhlbar unendlich genau dann, wenn X ~ N. X 214

Die abzéhlbaren Mengen sind also entweder endlich oder abzdhlbar unendlich, d.h. gleichméchtig mit N,
und jede iiberabzéhlbare Menge ist unendlich.

Beispiel:

Die folgenden Mengen sind abzihlbar unendlich: N; Z (eine scheinbar , grofiere Menge als N); {n € N |
n ist gerade} (eine scheinbar ,kleinere“ Menge als N); und N x N (eine scheinbar ,viel gréfiere® Menge
als N). Dagegen sind die Mengen 2" und N — N iiberabzihlbar. Die drei letzten Behauptungen beweisen
wir in den folgenden Lemmata.

Ende des Beispiels

Lemma 2.1.5 ABZAHLBARKEIT VON NxN
Die Menge NxN st abzdhlbar unendlich.

Beweis: In diesem Beweis erldutern wir ein bekanntes Diagonalschema. Man stellt sich die Paare in NxN
in Matrixform aufgeschrieben vor:

NxN| 0 1 2
01(0,0) (0,1) (0,2)
1] (1,0) (1,1) (1,2
212,00 (2,1) (2,2

Die Abzihlbarkeit zu zeigen, bedeutet nichts anderes, als die Elemente der unteren rechten Viertelebene
dieses Schemas in eine Reihenfolge zu bringen. Der Versuch (0,0), (0,1), (0,2), ..., (1,0), (1,1), (1,2),
..., etc., schlagt fehl, weil nicht ,zwischendurch® Unendlichkeiten auftauchen diirfen. Deshalb zdhlt man
z.B. folgendermafien ab: (0,0), (0,1), (1,0), (0,2), (1,1), (2,0), (0,3), (1,2), (2,1), ..., d.h., bildlich
gesprochen, in Diagonalform ,,von rechts oben nach links unten* durch die Matrix, oder, arithmetisch
gesprochen, erst alle Paare mit der Summe (der beiden Einzelzahlen) 0 (davon gibt es nur eins), dann
alle Paare mit Summe 1 (davon gibt es zwei), dann alle Paare mit Summe 2 (davon gibt es drei), usw., in
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lexikografischer Reihenfolge bei gleichen Summen. Es ist klar, dass in dieser Abzdhlung jedes Paar genau
einmal vorkommt, und deswegen gibt es eine Surjektion von N nach NxN, die in diesem Fall sogar eine
Bijektion ist. X 2.1.5

Wie konnte diese Abzédhlung algorithmisch , realisiert” werden?

Auflésung: siche Abschnitt 2.5.

Eine #hnliche Idee liegt dem Beweis des folgenden Satzes zu Grunde, der zeigt, dass abzéhlbare Vereini-
gungen abzahlbarer Mengen nicht aus der Klasse der abzéhlbaren Mengen hinaus fithren.

Satz 2.1.6 DIE ABZAHLBARE VEREINIGUNG ABZAHLBARER MENGEN IST ABZAHLBAR
Seien Xo, X1,... abzdhlbare Mengen. Dann ist UieN X; abzdhlbar.

Beweis: Wenn einige Mengen X leer sind, streichen wir diese, da sie zur Vereinigung nichts beitragen.
Falls unendlich viele X; {ibrig bleiben, benutzen wir das Diagonalschema

Xo | Zoo, o1, %02, -
X1 | 210,211,212, -
Xo | 220,721, %22, "

wobei, wenn X; nicht leer und endlich ist, eines der Elemente von X; in der entsprechenden Zeile unendlich
oft wiederholt wird. Wir konstruieren eine Surjektion f von N nach (J;.y X nach dem Muster f(0) = xqo,
fQ1) = zo1, f(2) = x10, f(3) =202, f(4) = 211 usw. und wenden Lemma 2.1.2(b) an.

Falls nach Streichen leerer X; nur endlich viele iibrig bleiben, kann ein &hnliches Schema verwendet
werden, wobei der Unterschied nur darin besteht, dass es endlich viele Zeilen gibt. X 2.1.6

Lemma 2.1.7 UBERABZAHLBARKEIT VON 2N
Die Menge 2N ist diberabzihlbar.

Beweis: Wir nehmen an, dass 2 doch abzihlbar ist. Dann gibt es, da 2N nicht leer ist, nach Lemma
2.1.2 eine Surjektion f: N — 2N, Wir betrachten die Menge A = {z | ¢ f(z)}. Man beachte, dass
dies eine wohldefinierte Menge ist: f(z) ist eine Menge von natiirlichen Zahlen, so dass z ¢ f(x) eine
wohldefinierte Eigenschaft ist. Nun benutzen wir die Surjektivitdt von f; daraus folgt, dass es eine Zahl
n mit A = f(n) gibt. Jetzt gilt aber:

n€ A < ( Definition von A )
n ¢ f(n)

& (A=f(n))
n ¢ A.

D.h., n ist ein Element von A genau dann, wenn n kein Element von A ist. Dies ist ein Widerspruch.
Unsere Annahme muss also falsch gewesen sein, und es gilt stattdessen: 2V ist nicht abzihlbar, also
iiberabzéhlbar. X 2.1.7
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Lemma 2.1.8 UBERABZAHLBARKEIT VON N — N
Die Menge aller Funktionen N — N st iberabzdhlbar.

Beweis: Wir nehmen an, dass N — N doch abzéhlbar ist. Dann gibt es, da N — N nicht leer ist, eine
Surjektion f: N — (N — N). Wir bilden eine Funktion g € (N — N) durch g(z) = (f(z))(z) + 1 fiir alle
2 € N. Man beachte, dass dies eine wohldefinierte Funktion ist: f(z) ist eine Funktion von N nach N, so
dass (f(z))(x), und damit auch (f(z))(z) + 1, wohldefinierte natiirliche Zahlen sind. Nun benutzen wir
die Surjektivitdt von f; daraus folgt, dass es eine Zahl n mit g = f(n) gibt. Jetzt gilt aber:

g(n) = ( Definition von g )
(f(n))(n) +1

(g=1F(n))
g(n)+ 1.

Dies ist ein Widerspruch. Unsere Annahme muss also falsch gewesen sein, und es gilt stattdessen: N — N
ist iiberabzahlbar. X 2.1.8

Beide zuletzt verwendeten Uberabzihlbarkeitsbeweise benutzen ein Selbstanwendungs- oder Diagonali-
sierungsargument, das im Kern auf G. Cantor zuriickgeht (der es fiir den Nachweis der Uberabzihlbarkeit
der Menge der reellen Zahlen zuerst verwendet hat) und das vom Diagonalverfahren des Abziihlbarkeits-
beweises zu unterscheiden ist. Im letzten Beweis wird dieses Argument besonders deutlich. Es werden die
Werte von (f(z))(y) auf der ,Diagonalen* x=y betrachtet, und g wird so definiert (durch die Addition des
Wertes 1; es konnte dort auch 4+2 oder +3 usw. stehen), dass ein Widerspruch entstehen muss, sobald die
g entsprechende Stelle n der Diagonalen betrachtet wird. Dass eine solche Stelle existiert, wird durch die
Surjektivitdt garantiert. Im Beweis der Uberabzihlbarkeit von 2N wird ein dhnliches Argument benutzt;
dabei ist die Negation ¢ in der Definition von A die Analogie des Zusatzes +1 in der Definition von g.

2.2 Graphen und Baume

Ein (gerichteter) Graph ist ein Paar (V, E) mit E C V x V. Grafisch zeichnet man die Elemente von V'
als Punkte und ein Element e = (v, w) als Pfeil von v nach w. Ein Graph heifit endlich, wenn V' eine
endliche Menge ist, ansonsten unendlich. Die Elemente von V heiflen Knoten (vertices), die Elemente von
E Kanten (edges).

Ein Graph ist also nichts anderes als eine Menge V' zusammen mit einer Relation E auf V. Man zeichnet
einen Graphen jedoch nicht durch Verdopplung der Menge V (so wie wir Relationen bisher, z.B. in

Abbildung 2.2, veranschaulicht haben), sondern durch eine Menge von Pfeilen E auf einer einzigen Menge
V.

Anmerkung:

Wir bendtigen den Begriff eines ungerichteten Graphen, in dem die Kanten keine ausgezeichnete Richtung
haben, zunéchst nicht.

Ende der Anmerkung

Beispiel: Der Graph G; = (V4, Eq) mit

Vi = {v1,v2,v3,v4}, E1 = {e1,e2,€3,€4,€5,€6}

und €1 = (U17U2)7 €2 = (’1}1,’03), €3 = (U37U2)7 €4 = (’1}37’03), €5 = (U27U4), €6 = ('U4>'U2)
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V2
V1 ﬁﬁ / \
€6
€9 €3
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ﬁ Vg
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Abbildung 2.4: Ein Graph G; = (V1, Ey)

ist in Abbildung 2.4 abgebildet.
Ende des Beispiels

Sei v € V ein Knoten eines Graphen. Die Menge E~!(v) heifit die Menge der Eingangsknoten von v und
die Menge E(v) heifit die Menge der Ausgangsknoten von v. Ist E~1(v) eine endliche Menge, dann heifit
ihre Kardinalitit |[E~1(v)| der Eingangsgrad von v, ist E(v) endlich, dann heiBt die Kardinalitit |E(v)|
von E(v) der Ausgangsgrad von v.
Eine Folge vpe1v; ... €mv, mit m>0 und e; = (vj_1,v;) fir alle 0 < j < m heifit ein (endlicher) Weg
(von vg nach v,,). Ein solcher Weg heifit Zyklus, wenn m>0 und vy = v,,. Ein Graph heifit azyklisch,
wenn es in ihm keine Zyklen gibt. Eine unendliche Folge voejvieavs ... mit e; = (vj_1,v;) fiir alle 0 < j
heifit ein (unendlicher) Weg (ausgehend von vg).
Beispiel: In Abbildung 2.4 gilt

Eil(vl) = @, aEil(’UQ) = {Ulavff\a U4}

E(vi) = {vs}, E(v2) ={va}, E(vs) = {v2,v3}

v1€e1V2e5V4€6V2 st ein endlicher Weg

vaesvsegV2 und vseqvzeq vy sind Zyklen

V1€20U3€64V3€3V2€5V4€6V2E5V4€6V3 - . . 1St ein unendlicher Weg.
Ende des Beispiels

Ein Baum ist ein azyklischer Graph (V, E) mit genau einem Element w € V, das den Eingangsgrad 0 hat
(dieses Element heifit seine Wurzel), so dass es zu jedem Knoten v€V genau einen Weg von w nach v gibt.
Als Folge dieser Definition hat jeder Knoten v eines Baumes entweder den Eingangsgrad 0 (falls v = w)
oder den Eingangsgrad 1 (falls v # w). Falls (v,v") € E, nennt man v auch Kind (oder unmittelbaren
Nachfolger) von v und v Vater (oder unmittelbaren Vorginger) von v’. Falls (v,v’) € E*, nennt man v’
Nachfolger von v und v Vorginger von v’. Ein Knoten mit Ausgangsgrad 0 heif3t Blatt des Baumes.

Beispiel: Der Baum G2 = (Va, Es) mit

‘/2 = {’LU, V1, V2,3, V4, Vs, Vs, U7}7 E2 = {617 €2, €3, €4, €5, €6, 67}

und ey = (wﬂ)l), €2 = (W,U2)7 €3 = (lU,U?,), €4 = (U1,U4), €5 = (017115), €6 = (U1,U6)7 €r = (03707)
ist in Abbildung 2.5 abgebildet. Es gilt hier:

vy ist ein Kind von w, vy ist ein Vater von vs,
w ist ein Vorgénger (aber kein Vater) von vs,

{vy, v5,v6,v7} ist die Menge der Blitter.
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Ende des Beispiels

€1 () €3

e N
AN

] (O}
U2 T
€4 €5 €g (rd
Vy & ) iU7
Us Vg

Abbildung 2.5: Ein Baum G4 = (V3, Es)

Lemma 2.2.1 LEMMA VON KONIG

Ein unendlicher Baum, dessen Knoten endlichen Ausgangsgrad haben, hat einen unendlichen Weg.

Beweis: Sei (V, F) ein Baum mit Wurzel w. Wir setzen vy = w. Da vy endlichen Ausgangsgrad hat,
gibt es wegen der Unendlichkeit des Baumes unter den endlich vielen Kindern von vy mindestens eines,
das unendlich viele Nachfolger hat. Wéhle ein solches Kind als v; und setze e; = (vg,v1). Da v1 wieder
endlichen Ausgangsgrad, aber unendlich viele Nachfolger hat, kann das Verfahren wiederholt werden und
wir gewinnen ein Kind vy von vy mit unendlich vielen Nachfolgern; setze es = (v1,v2). So fortfahrend,
erhalten wir einen unendlichen Weg vgejvieqvs . .. X 2.2.1

2.3 Alphabete, Worter und Sprachen

Ein Alphabet ist eine beliebige, nichtleere, endliche Menge. Die Elemente eines Alphabets heiflen Zeichen
(oder Buchstaben oder Symbole). Wir benutzen X, I' (oder auch A, B) als typische Namen fiir Alphabete.

Spéter wollen wir Abzihlbarkeitsargumente benutzen und wollen deswegen die Anzahl der Alphabete
abzdhlbar halten. Um trotzdem geniigend (abzdhlbar unendlich viele) Buchstaben zur Verfiigung zu
haben, betrachten wir eine abzahlbar unendliche Menge A von zuldssigen Buchstaben. Darunter mogen
sich alle Buchstaben aller Alphabete der Sprachen der Erde, alle Ziffern, alle Sonderzeichen, alle daraus
formbaren Paare und Tupel, sowie noch ein unendlich grofler Rest-Zeichenvorrat befinden. Alle Alphabete
3, T usw. schrinken wir nunmehr so ein, dass es nur nicht leere, endliche Teilmengen von A sein diirfen.
In A gibt es mehr als genug Zeichen, so dass kein Mangel an Zeichenauswahl herrschen wird.

Beispiel:
> = {a,...,2,A..., 7}
Z2 = {031}
Y3 = {(z,y)eNxN|z <5Ay <9}

sind drei Alphabete.
Ende des Beispiels

Ein Wort (Kette, String) iiber einem Alphabet X ist eine endliche Folge von Zeichen aus X. Ist w ein
Wort, bezeichnet |w| seine Ldnge, d.h., die Anzahl der Zeichen im Wort.
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Ein Wort w ist also eine Aneinanderreihung von genau |w| Buchstaben. Es ist iiberaus sinnvoll, auch die
Aneinanderreihung von genau 0 Buchstaben zuzulassen. Das dann entstehende Wort heifit das leere Wort
und wird mit € bezeichnet.

Beispiel:
Liebe (Wort iiber %) |Liebe| = 5
011 (Wort iiber X5) |011] =3
(0,0)(0,9) (Wort iiber X3) 1(0,0)(0,9)| =2 ()
€ (Wort tiber jedem Alphabet) |e] =0

Ende des Beispiels
Die Menge aller Worter iiber ¥ wird mit ¥* bezeichnet.

Beispiel:
{a,...,z}* = {ea,...,2z,aa,ab,...,az,ba,bb,...,zz aqaa, ..., ...}
—
Lange 1 Lange 2
{0,1}* = {0,1,00,01,10,11,000,001,..., ... }.

Ende des Beispiels

Die Menge ¥ stimmt genau mit den Wortern der Lange 1 iiber X {iberein und wird deswegen als eine
Teilmenge von ¥* aufgefasst. Man beachte aber, dass ¥ per definitionem stets endlich ist, wihrend >*
aufgrund der Forderung ¥ # () stets unendlich ist. Es gilt jedoch:

Lemma 2.3.1 ABZAHLBARKEIT VON X*

Y* ist abzahlbar unendlich.

Beweis: Wir verallgemeinern die oben fiir {a,...,z}* angewandte Abzihlungsweise. Fiir jede Zahl neN
gibt es genau |X|™ Worter der Linge n iiber ¥.. Man zéhle ¥* so ab, dass zuerst das leere Wort, dann alle
Worter der Linge 1, danach alle Worter der Lénge 2, usw., vorkommen; da diese Teilmengen jedesmal
endlich sind, liefert dies eine verniinftige Abzéhlung.

Des Weiteren ist 3* eine unendliche Menge, weil 3 nicht leer ist. X 2.3.1
Eine grundlegende binére Operation auf Wortern ist die Verkettung oder Konkatenation, die fiir zwei
Worte v =aq...a, und w = by ...b,, in X* als das Wort

VW = VW = aj...Gpb1...b, in X¥,

also einfach als die ,,Hintereinanderschreibung® von v und w, definiert ist. Das leere Wort € ist beidseitig
neutral beziiglich dieser Operation, d.h. ev = v = ve. Auflerdem ist die Konkatenation assoziativ, d.h.
u(vw) = (uwv)w fiir beliebige Worter u, v und w. Wir definieren die n-fache Hintereinanderschreibung
eines Wortes v induktiv: v9 = & und v = vo". Beispielsweise ist (01)3 = 010101. Ebenso kann die
Menge der Worter einer gegebenen Lénge n induktiv definiert werden:

20 = {e}
yrtl = fav|a€ X, ve X"}

Beispielsweise ist {0,1}2 = {00,01,10,11}. Es gilt ©* = |J
aller nicht leeren Worter iiber ¥, d.h. B+ Une(N\{o}) .

nen 27 Mit X7 bezeichnen wir die Menge
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Anmerkung:

Man beachte die Analogie zu entsprechenden Definitionen bei Relationen p C X xX (siche Abschnitt
2.1.2): p* entspricht ¥* und p* entspricht 7. Diese Analogie ist jedoch keine vollstéindige. Man kann
die Menge X zwar dquivalent folgendermafien definieren: T = ¥*\{e}, aber die Relation p*\idx ist
irreflexiv, wihrend die Relation p* durchaus reflexiv sein kann. Es stimmen also die Mengen ¥+ und
¥*\{e} iiberein, wiihrend die Relationen p* und p*\id x unterschiedlich sein kénnen.

Ende der Anmerkung

Ein Wort v heifit Teilwort eines Wortes w, falls gilt: Juq, us €X*: w = ujvuy. Es gibt hiervon zwei wichtige
Spezialfille. Ein Wort w heifit Prdifiz (bzw. Suffiz) von v, wenn gilt: JueX*: v = wu (beziehungsweise
JueX*: v = uw). Beispielsweise kommt das Wort 0101 in dem Wort 01010101 dreimal als Teilwort,
einmal als Prifix und einmal als Suffix vor.

Das zu v reverse Wort (oder Spiegelwort) vt ist induktiv definiert: e = ¢ und (av)® = vfla mit a€X.
Beispielsweise ist (0101)% = 1010.

Eine Sprache iiber einem gegebenen Alphabet X ist eine Teilmenge von X*, d.h. L C ¥*. Wir verwenden
L (fiir language) als typischen Buchstaben fiir Sprachen.

Achtung! Die Menge ¥ gehort zur Definition einer Sprache mit dazu. Wenn Sie das Wort
»oprache“ horen, sollten Sie sich immer auch die Frage ,,weifl ich denn genau, iiber welchem

Alphabet?“ beantworten.

Beispiel: Wir betrachten das Alphabet 3o = {0, 1}.

Ly =0 ( die leere Sprache )

L, = {¢} ( die Finheitssprache )

Ly = {0,1}* (={e,0,1,00,01,...}, die volle Sprache iiber {0,1} )
Ly = {0"|neN} ( = {&,0,00,000,...} )

L; = {wOw|we{l}*} (=1{0,101,11011,...})

Ly = {0"1"|neN}  (={01,0011,000111,...} )

Ly = {(01)"|neN} (= {e01,0101,010101,...} )

sind Sprachen iiber diesem Alphabet.
Ende des Beispiels

Fiir eine Sprache L C ¥* ist die charakteristische Funktion von L, x,, folgendermaflen definiert:

¥ — {0,1}
XL: . 1 falls wel
v 0 falls w¢L.

Diese Funktion heifit ,,charakteristisch*, weil man aus ihr die Sprache L zuriickrechnen kann: die Worter,
fiir die die Funktion 1 liefert, sind in der Sprache, diejenigen, fiir die die Funktion 0 liefert, nicht.

Die halbe (oder partielle) charakteristische Funktion ist eine partielle Funktion )('f, die folgendermaflen
definiert ist:

> Ao
+

XL+ . 1 falls wel
v undef falls w¢L.



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 25

Fiir zwei Sprachen L iiber ¥ und K iiber I' sind die folgenden Verkniipfungen definiert:

LNK = {w|weLAweK} (der Durchschnitt von L und K )
LUK = {w]|weLVweK} (die Vereinigung von L und K )
IN\K = {w|weLAw¢K} (die Differenzvon L und K )
L = Y\L ( das Komplement von L )
K =LK = {w]|ueLAveK} (die Konkatenation von L und K )

L' = {¢} ( die Finheitssprache oder nullte Iterierte einer Sprache L )
L = L-L"! ( die nte Iterierte einer Sprache L )
L* = UpenL" ( der ,Sternabschluss® einer Sprache L )
LT = Uneanjopn L™ ( der ,Plusabschluss* einer Sprache L)
Lt = {wf|wel} ( die zu einer Sprache L ,reverse Sprache“ oder ,Spiegelsprache®).

Durchschnitt, Vereinigung und Differenz entsprechen den mengentheoretischen Operationen, ebenso das
Komplement, das bei Sprachen immer in Bezug auf die zu Grunde liegende Menge ¥* gemeint ist. Die
sprachenspezifischen Operationen sind die Konkatenation, die — wie die analoge Operation auf Wortern
— assoziativ ist und die einelementige Sprache {e} als beidseitiges Neutrales besitzt (d.h., {e}-L = L =
L-{e}), und iibrigens auch die leere Sprache als ,Null“: §-L = () = L-), sowie die iterierte Konkatenation
L°, L', L? usw. Eine weitere wichtige sprachenspezifische Operation ist die Spiegelsprachenbildung.

Beispiel: Fiir ¥ = {0,1}, L; = {1,00} und Lo = {00,01,11} gilt:

LinLy = {00}
LyuL, = {1,00,01,11}
L1\L2 = {1}
L = {0.1}°\{1,00}
L§ = {00,10,11}
L,-Ly, = {100,101,111,0000,0001,0011}
L,-L; = 4{001,0000,011,0100,111,1100}
Ly Lg = {100,110, 111,0000,0010,0011}
= {g
L% = {1,00}
L% = {11,100,001, 0000}
L‘;’ = {111,1100,1001, 10000,0011,00100,00001, 000000}
Li = {¢1,00,11,...,0000,111,...,000000,...}
L; = {00,01,11,0000,0001,0011,0100,0101,0111, 1100, 1101, 1111, 000000, 000001, . ..}.

Ende des Beispiels

Man sieht, dass L U K und LK Sprachen iiber Y UT, L N K eine Sprache iiber ¥ N T, und L\K, L, L™,
L* und LT Sprachen iiber ¥ sind. Vor einiger Zeit haben wir X" als Worter der Linge n definiert, eben
ist jedoch eine Definition von ™ hinzu gekommen, wenn X als spezielle Sprache (der Worter der Linge
1) aufgefasst wird. Diese Doppeldeutigkeit von X" ist aber ertriiglich, denn beide Definitionen kommen
auf das Gleiche heraus. Analoges gilt fiir ¥* und fiir ©T.
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Eine Klasse® von Sprachen £ heifit abgeschlossen gegeniiber einer Operation auf Sprachen, wenn mit den
Argumenten auch immer das Ergebnis in £ liegt. Zum Beispiel heifit £ heifit abgeschlossen gegeniiber
der Konkatenation, wenn aus L € LA K € L folgt: L - K € L.

Beispiel:

ENDL sei die Klasse der endlichen Sprachen iiber ¥. Dann ist ENDL abgeschlossen gegeniiber der
Konkatenation -, aber nicht gegeniiber dem Sternabschluss *.

Ende des Beispiels

2.4 Elemente einer Programmiersprache

Spéter werden wir Worter iiber einem Alphabet in Worter iiber einem anderen Alphabet oder in Zahlen
umrechnen. Das wollen wir algorithmisch-konstruktiv tun, d.h., es soll eine Vorschrift angegeben werden,
wie diese Umrechnungen zu bewerkstelligen sind. Auch fiir andere Zwecke benétigen wir verschiedene
Algorithmen.

Wir geben Algorithmen und die Datenstrukturen, auf denen sie operieren, teils informell an, teils in
einer Programmiernotation, die wir jetzt einfiihren. Die Notation ist an gingige Programmiersprachen
wie Java und C angelehnt, enthélt aber wesentlich weniger Moglichkeiten. Wir werden z.B. auf Prozedur-
und Blockmechanismen verzichten.

2.4.1 Deklarationen und Datentypen

Programme dienen der Manipulation von Daten, die in Form von Variablenwerten vorliegen. Fiir jede in
einem Programm verwendete Variable stellen wir sicher, dass ihr Wertebereich (auch der Typ der Varia-
blen genannt) stets wohldefiniert ist. Dieser Bereich ergibt sich manchmal aus dem Kontext, manchmal
verwenden wir eine Klausel wie etwa x € N, um anzuzeigen, dass die Variable x nur Werte aus N haben
darf, manchmal verwenden wir eine explizite Deklaration der Form:

var x : Wertebereich.

Diese Deklaration bedeutet, dass x nur Werte aus dem angegebenen Wertebereich haben darf und dass
auf x nur die in diesem Bereich giiltigen Operationen angewendet werden diirfen. Wahlweise kann eine
init-Klausel hinzugefiigt werden, um den Anfangswert einer Variablen anzugeben.

Uns interessieren in erster Linie die folgenden Wertebereiche:

Natiirliche Zahlen

Mit var x : N wird x als natiirlichzahlige Variable deklariert. Konstanten sind alle ¢ in N. Als grundlegende
Operation erlauben wir das Addieren der Zahl 1. D.h.: z+1 ist ein wohldefinierter Ausdruck, dessen Wert
S(x) (siehe Abschnitt 2.1.4) ist. Wir werden spéter sehen, dass sich andere Operationen (z.B. z+c, wobei
¢ eine beliebige Konstante aus N ist) ableiten lassen.

3D.h. eine Menge. Man verwendet das Wort ,,Klasse“ statt ,,Menge“ oft dann, wenn es sich um ,,groBe“ Mengen handelt.
Wir verwenden oft kalligrafische Buchstaben wie L fiir Klassen.
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Der Boolesche Bereich

var b : {false, true} bedeutet, dass die Variable b einen der zwei angegebenen Werte annehmen kann.
Konstanten sind die beiden Werte false, true. Als grundlegende Operationen sind die Negation — (ein-
stellig) und die Konjunktion A (zweistellig) mit ihren {iblichen Bedeutungen zugelassen.

Worter

Mit var w : ¥* wird eine Wortvariable w iiber dem Alphabet ¥ deklariert. Konstanten sind das leere
Wort e und die einelementigen Worter a € ¥. Ein Wort w wird von 0 bis |w|—1 indiziert. Mit w]], fiir
0 < < |w|—1, ist der i te Buchstabe von w gemeint; w[0] ist also der linke, w[|w|—1] der rechte Buchstabe
eines nicht leeren Wortes w. An grundlegenden Operationen sind folgende zugelassen: die Berechnung der
Wortldnge |w|, die Katenation ww’ zweier Wortvariablen w,w’ und der chop-Operator chop(w,i), der
nur anwendbar ist fiir 0 < ¢ < |w| und ein Wortpaar liefert, ndmlich (w[0]...w[i—1], w[i]... w[Jw|-1]).
Ist z.B. w = aba, dann ist

chop(w,0) = (e,aba)
chop(w,1) = (a,ba)
chop(w,2) = (ab,a)
chop(w,3) = (aba,e¢).

Auflerdem ist chop(e,0) = (g, ¢).

2.4.2 Aufbau eines Programms

Wir benutzen die folgende Struktur fiir Programme:

Input/Output-Teil;
Deklaration lokaler Variablen;

Kommandoteil.

Der Input-/Output-Teil beschreibt die Ein-/Ausgabeschnittstelle des Programms. Er kann Klauseln der
Art:

input Variable ( eventuell noch mit € Wertebereich )

output Variable ( eventuell noch mit € Wertebereich oder mit Initialisierung )

enthalten. Dabei fiihrt die input-Klausel Variablen auf, die global zum Programm definiert sind und die
als Eingabeparameter dienen. Die output-Klausel fithrt Variablen auf, die als Ausgabe des Programms
an seine Umgebung abgeliefert werden (das konnen teilweise die gleichen Variablen sein, die auch in der
input-Klausel vorkommen). Sofern die Typen dieser Variablen nicht klar aus dem Kontext hervorgehen,
werden sie hier aufgefiihrt.

Nach dem Input-/Output-Teil kann eine Reihe von Deklarationen von Variablen kommen, die rein lokal
im Programm bendétigt werden und keine Auswirkungen nach aufien haben. Keine Variable darf mehr-
fach deklariert werden, so dass bei jeder Verwendung eines Variablennamens klar ist, welche Variable
gemeint ist. Der Kommandoteil enthélt einen Algorithmus. Zu seiner Beschreibung stehen eine Reihe von
Sprachelementen zur Verfiigung: primitive Kommandos und Kommandoverkniipfungen.
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2.4.3 Primitive Kommandos

Das Leerkommando skip. Dieses Kommando terminiert stets und bewirkt auflerdem nichts weiter
(insbesondere keine Verédnderungen von Variablenwerten).

Das Nichtterminierungskommando loop. Dieses Kommando terminiert nie und bewirkt auflerdem
nichts weiter (insbesondere keine Verénderungen von Variablenwerten).

Das Terminierungskommando stop. Dieses Kommando terminiert stets (ohne Verdnderungen von
Variablenwerten) und bewirkt zudem den Stopp des ganzen Programms.

Die Zuweisung z := E. Dieses Kommando bewirkt eine Neuberechnung (und normalerweise Anderung)
des Wertes der Variablen z. Dazu wird der momentane Wert des Ausdrucks E berechnet und als neuer
Wert der Variablen x zugewiesen. Wir fordern, dass der Ausdruck E in endlicher Zeit ausgewertet werden
kann, dass keine Wertdnderungen von Variablen ungleich z involviert sind und dass der errechnete Wert
stets im Wertebereich der Variablen z liegt.

Beispiel: Mit var z,y : N; b : {false, true} gilt Folgendes:

{x=5,y=7,b=true} =z :=
{z=5,y=7,b=true} z:=(
{x=5,y=7,b=true} b:= (z=2
{x=5,y=7,b=true} =z :=(

) {z=4,y=7,b=true}

y—x) {z=2,y=7,b=true}
) {x=5,y=7, b=false}
)

unzuléssig, da der Wert —2 nicht im Typ von z ist.

Dabei bedeutet {a}Z{3}: wenn « die Werte der Variablen direkt vor der Ausfithrung der Zuweisung Z
beschreibt, dann beschreibt 8 deren Werte nach der Ausfithrung von Z.
Ende des Beispiels

Ebenfalls unzuléssig sind die Zuweisungen b := 2 und z := b, da die Typen rechts und links des Zeichens
:= nicht iibereinstimmen, und b := (y=b), da die Typen rechts und links des Gleichheitszeichens im
Ausdruck nicht iibereinstimmen.

2.4.4 Kommandoverkniipfungen
Die Hintereinanderausfithrung zweier Kommandos

Diese Verkniipfung wird mit Hilfe des Semikolons dargestellt: K1; Ko bedeutet: erst wird K ausgefiihrt;
wenn K terminiert, wird Ky ausgefiihrt.

Beispiel:

{x=5,y=7,b=true} b:= (z=2);2:= (y—x) {x=2,y=7,b=false}
{z=5,y="7,b=true} z:=(y—x);b:=(x=2) {x=2,y=7,b=true}
{z=5,y="7,b=true} = :=(y—1);y:=(x—1) {z=6,y=>5,b=true}
{x=5,y=7,b=true} skip;y := (z—1) {x=5, y=4, b=true}
{z=5,y="7,b=true} y := (z—1); loop Werte werden x=5, y=4, b=true; terminiert nicht
{x=5,y=7,b=true} loop;y := (z—1) terminiert nicht; Werte bleiben z=5, y=7, b=true.

Ende des Beispiels
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Das allgemeine Alternativkommando
Dieses Kommando hat die Form

Dabei sind die K; Kommandos und die B; spezielle Ausdriicke, deren Wert stets im Bereich {false, true}
liegt. Solche Ausdriicke werden Boolesch genannt. Man liest if als ,falls“, — als ,,dann® und [ als ,,oder
falls“. Zur Ausfithrung eines Alternativkommandos wird ein K; gewéhlt, dessen zugehdériges B; zu true
ausgewertet werden kann, und ausgefithrt. Gibt es mehrere solcher B; — K, wird eines davon beliebig
gewihlt. Gibt es kein solches B; — K, wirkt das Alternativkommando wie ein loop. Als B,,, darf auch
das Wort else stehen, was wie ,,andernfalls® gelesen wird; K, wird in diesem Fall (nur) dann ausgefiihrt,
wenn alle By bis B,,_; zu false ausgewertet werden.

Beispiel:

Betrachte if =0 — y := 002#0 — y := 1 fi. Dieses Alternativkommando weist y den Signumwert
von x zu (siehe hierzu Abschnitt 2.1.4). Das Kommando if z=0 — y := 0 Uelse — y := 1 fi leistet das
Gleiche.

Betrachte andererseits if =5 — skip U2>3 — x := 1 fi. Dann sind bei einem urspriinglichen Wert z=>5
zwei Ausfithrungen moglich: nach Ausfithrung der if-Kommandos gilt entweder x=5 oder x=1. Bei einem
urspriinglichen Wert =6 ist nur eine Ausfithrung moéglich: nach Ausfiihrung des if-Kommandos gilt x=1.
Bei einem urspriinglichen Wert x=0 ist keine Ausfithrung moglich: die Ausfithrung des if-Kommandos
terminiert nicht.

Ende des Beispiels

Das IF-Kommando

Wir definieren zwei Kommandos, die hdufig in Programmiersprachen vorkommen, als Spezialfille des
allgemeinen Alternativkommandos:

IF B THEN K ENDIF = ifB - K [0 -B — skipfi
IF B THEN K ELSE K’ ENDIF = if B — K [ -B — K'fi.

Diese Spezialfiille sind nicht echt einschrankend, denn eine ,,First Come First Served“-Version des allge-
meinen Alternativkommandos

kann unter Zuhilfenahme des IF-Kommandos folgendermaflen implementiert werden:

var nochmal : {false, true} (init false);
IF BiA—nochmal THEN K71; nochmal := true ENDIF;

IF B, A—nochmal THEN K,,; nochmal := true ENDIF;
IF =nochmal THEN loop ENDIF.
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Das allgemeine Schleifenkommando

Dieses Kommando hat die Form
dOBl —>K1DBQ—>K2D DBm—>Km Od7

mit B; und K; wie beim Alternativkommando. Man liest do als ,,wiederhole falls“, — als ,,dann“ und
U als ,oder falls“. Zur Ausfiihrung eines Alternativkommandos wird wiederholt ein K; gewéhlt, dessen
zugehoriges B; zu true ausgewertet werden kann, und ausgefiihrt. Gibt es mehrere solcher B; — Kj,
wird eines davon beliebig gew#hlt. Wenn es kein solches B; — K gibt, wirkt das Schleifenkommando
wie ein skip.
Beispiel:

input n : N;

output z : N (init 0);

var i : N (init 0);

do i<n — i :=1+1;2 := x+i od.
Dieses Programm liest einen input-Parameter n, berechnet die Summe der Zahlen 0,...,n und liefert
das Ergebnis in der output-Variablen = ab. Zum Beispiel wird der Input {n = 4(,2 = 0)} in den Output

{(n =4, )x = 10} transformiert.
Ende des Beispiels

Im Folgenden definieren wir mehrere Kommandos, die hidufig in Programmiersprachen vorkommen, als
Spezialfille des allgemeinen Schleifenkommandos.

Das WHILE-Kommando

WHILE B DO K ENDWHILE = do B — K od.

Dieser Spezialfall ist nicht echt einschrinkend, denn eine , First Come First Served“-Version des allge-
meinen Schleifenkommandos

d0B1 HKluBQHKQD DBmHKm od
kann unter Zuhilfenahme der WHILE- und IF-Kommandos folgendermafien implementiert werden:

var nochmal : {false, true} (init true);
WHILE nochmal DO nochmal := false;
IF BiA—nochmal THEN K1; nochmal := true ENDIF;

IF B, A—nochmal THEN K,,; nochmal := true ENDIF
ENDWHILE
Das LOOP-Kommando

Unter der Annahme, dass die Variable x den Typ N hat und in K nicht auf der linken Seite einer
Zuweisung vorkommt, ist das LOOP-Kommando folgendermaflen definiert:

LOOP z DO K ENDLOOP = WHILE >0 DO K;z := z—1 ENDWHILE.
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Das Programm LOOP xz DO K ENDLOOP wirkt also wie eine z-malige Wiederholung von K:

K;K;.. ;K.
—_— —
r—mal

Das LOOP-Kommando ist offensichtlich einschréinkend, denn es kann z.B. nicht per se (héchstens durch
eine Nichtterminierung innerhalb von K) zur Nichtterminierung fithren. Die Eigenschaft, dass « nicht auf
der linken Seite einer Zuweisung in K vorkommen kann, ist hierfiir entscheidend; diirfte man K z.B. zu
x := z+1 setzen, wire eine unendlich laufende Schleife programmiert.

2.4.5 WHILE- und LOOP-Registerprogramme
Wir definieren eine Teilklasse von Programmen mit starken syntaktischen Einschréankungen:

Nur Variablen z,y, ... mit Typ N (,Register*) werden zugelassen;

das Programm loop wird nicht erlaubt;

an Ausdriicken E auf der rechten Seite einer Zuweisung werden nur zugelassen:

eine Konstante ¢ € N, oder z, oder z+1, wobei x eine Variable ist;

an Booleschen Ausdriicken werden nur zugelassen: true, r=c, xr=y, false, r#c, r#y;
nur das IF-Kommando wird als Auswahlkommando zugelassen;

nur das WHILE-Kommando wird als Schleifenkommando zugelassen.

Programme mit diesen Einschréinkungen nennen wir WHILE-Registerprogramme, oder kiirzer: WHILE-
Programme. Wenn nur LOOP- statt WHILE-Kommandos zugelassen werden, sprechen wir von LOOP-
Registerprogrammen, oder kiirzer von LOOP-Programmen.

Wir werden spéter sehen, dass von diesen Einschrankungen nur diejenige wirklich wesentlich ist, die
von WHILE- auf LOOP-Programme reduziert. Weil das Kommando loop ausgeschlossen ist und wegen

der Eigenschaften des LOOP-Kommandos terminiert jedes LOOP-Programm. Das Kommando loop kann
jedoch als ein WHILE-Programm WHILE true DO skip ENDWHILE implementiert werden.

2.4.6 WHILE- und LOOP-berechenbare zahlentheoretische Funktionen

Definition 2.4.1 WHILE- uND LOOP-BERECHENBARKEIT ZAHLENTHEORETISCHER FUNKTIONEN

Eine Funktion f: N® — N* heit WHILE-berechenbar bzw. LOOP-berechenbar, wenn es ein WHILE-
Programm (bzw. ein LOOP-Programm) mit den folgenden Eigenschaften gibt:

e Die input-Zeile hat n Variablen z1,...,z,, die output-Zeile hat k£ Variablen zq, ..., zk.
e Das Programm terminiert bei gegebenen Eingabewerten x1=c1,...,x,=c, mit den Ausgabewerten
z1=dy, ..., zL=d} genau dann, wenn f(cy,...,c,) definiert ist und f(c1,...,¢,) = (d,...,dg) gilt.

X 2.4.1

Demnach sind alle LOOP-berechenbaren Funktionen total, da LOOP-Programme stets terminieren. Wir
iiberpriifen die Berechenbarkeit der zahlentheoretischen Funktionen aus Abschnitt 2.1.4. In Abbildung
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2.6 wird nachgewiesen, dass die Funktionen S, C%), PE") und A LOOP-berechenbar sind. (Man benétigt
dazu keine Schleifen.) Die partielle Funktion O ist nicht LOOP-berechenbar, wird aber durch das nie
terminierende WHILE-Programm

input z1,...,z, : N; output z : N; WHILE true DO skip ENDWHILE

berechnet.
S: input x; Cg,’f) : input z1,...,x,;
output z; output z;
z:=x1+1 z:=m
Pl(-") : input zq,...,2,; | A: input z1, x9, T3, T4;
output z; output z;
Zi=x; IF £1=x5 THEN z := z3 ELSE z := x4 ENDIF
Abbildung 2.6: LOOP-Berechenbarkeit der Grundfunktionen S, C%L ), PZ(-n) und A
Beispiel:

Einfache totale zahlentheoretische Funktionen wie Addition, (nichtnegative) Subtraktion und Multipli-
kation, sowie Vergleiche zwischen Zahlen sind LOOP-berechenbar. Dies beweisen wir hier jedoch nicht
streng, sondern geben nur zwei Beispiele:

input xq, xo;
output z2;
z =1
LOOP 25 DO z:= z+1; ENDLOOP
Dieses Programm berechnet die Summe x1 + 5.
input z;
output z (init 0);
var ¢ : N (init 0);
LOOP 2 DO IF a=1 THEN z := z+1 ENDIF;

IF a=0 THEN ¢ := 1 ENDIF
ENDLOOP

Dieses Programm berechnet den Ausdruck 21, der definiert ist als if z=0 — 0 0 >0 — z—1 fi
(hier verwenden wir eine offensichtliche und mit der if-Kommandoschreibweise konsistente Schreibweise
fiir bedingte Ausdriicke).

Ende des Beispiels
2.5 Codierungen

Oft mochte man die Worter einer Sprache iiber einem Alphabet in Worter iiber einem anderen Alphabet
umcodieren. Ein Beispiel ist die Zahldarstellung in verschiedenen Zahlsystemen. Die Zahl Neunzehn wird
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zum Beispiel im Zehnersystem (d.h. als Wort iiber dem Alphabet {0,1,...,9}) als 19, im Zweiersystem
(d.h. als Wort iiber {0,1}) als 10011 dargestellt. Die Ubersetzung von (Wortern iiber) einem Alphabet
in (Worter iiber) einem anderen Alphabet wird auch in der Kryptographie gebraucht, zum Beispiel zur
Ubermittlung ,,geheimer Botschaften*:

ichuliebewsdich  (Wort iiber {a,...,z} U{u})
a4

0903080012090502050004090308 (Wort iiber {0,...,9}).

Formal werden solche Ubersetzungen durch Funktionen von ¥* nach T'* beschrieben, wobei ¥ und I' die
beiden Alphabete sind.

Eine wichtige Eigenschaft von Codierungen ist die effektive Umrechenbarkeit. Beispielsweise werden in
Vorlesungen der ,, Technischen Informatik® effiziente Algorithmen vorgestellt, um eine im Zehnersystem
dargestellte Zahl ins Zweiersystem und umgekehrt umzuformen. In der Vorlesung ,, Kryptographie“ werden
Algorithmen besprochen, die der Ver- und Entschliisselung von Texten oder anderen Daten dienen.
Beispiel:

Wir besuchen den Beweis des Lemmas 2.1.5, in dem die Abzéahlbarkeit der Menge N x N festgestellt wurde,
und fassen ihn algorithmisch. Die dort angegebene Bijektion zwischen N x N und N kann — in beiden
Richtungen — algorithmisch berechnet und somit als eine effektive Codierung von Paaren natiirlicher
Zahlen als natiirliche Zahlen betrachtet werden. Um dies zu sehen, definieren wir zwei Algorithmen A
und As:

Ay : input k,m e N;
output n € N;
n = k(k+3)/2 + km + m-(m+1)/2.

Es ist nicht allzu schwer zu erkennen, dass A; mit einem Paar (k,m) als Eingabe diejenige natiirliche
Zahl n produziert, die dem Schema im Beweis von Lemma 2.1.5 entspricht. Nicht so leicht zu sehen ist,
dass der folgende Algorithmus die Umkehrformel berechnet:

Ay : input n € N;
output (k,m) € (N x N) (init (0,0));

var %, s : N (init 0);

do i#n — if (k,m)=(s,0) — s:=s+1; (k,m):= (0,s);
fi;
1:=1+1

od

A; und As liefern also eine umkehrbar effektive (sogar bijektive), Codierung von N nach N x N.
Ende des Beispiels

Wir betrachten einige weitere Beispiele.

Beispiel N e {|}*:

Wir wollen die natiirlichen Zahlen N in das einelementige ,,Strich-“ oder ,Bierdeckel-“Alphabet {|} um-
rechnen. Es gibt eine auf der Hand liegende Bijektion zwischen N und {|}*: 0 wird als ¢ codiert, 1 als
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[, 2 als || usw. Die Codierung von natiirlichen Zahlen durch die entsprechende Anzahl von Strichen ist
effektiv, weil man Algorithmen finden kann, die sie bewerkstelligen: links die Umrechnung von n nach
|...] (n Striche) und rechts die Umkehrung davon.

input n : N; input w: {|}*;
output w : {|}* (init ¢); output n : N (init 0);
LOOP n DO w:=w| ENDLOOP | LOOP |w| DO n:=n+1 ENDLOOP

Wir bezeichnen mit un(n) die Codierung von n € N als n Striche, und wenn ein Wort w € {|}* gegeben
ist, bezeichnen wir mit nat(w) die entsprechende Zahl in N.

Anmerkung:

Manchmal findet man auch eine andere Codierung von N in {|}*: 0 wird durch | dargestellt, 1 durch ||
usw., d.h., n durch n+1 Striche (,,Bierdeckelsystem mit einem Bier zu viel“). Diese Darstellung hat fast
die gleichen Eigenschaften wie die vorige, mit einem Unterschied: sie ist in einer der beiden Richtungen
nicht surjektiv. Denn das leere Wort entspricht keiner natiirlichen Zahl. Die fehlende Surjektivitédt ist
oft nicht wirklich ein Problem, solange man fiir Elemente algorithmisch bestimmen kann, ob sie Code-
Elemente sind oder nicht. Hier ist eine solche Bestimmung sehr leicht moglich; dazu geniigt die Abfrage,
ob ein Wort leer ist oder nicht.

Ende der Anmerkung

Ende des Beispiels N «~ {|}*

Beispiel N «w {0,1}*:

Auch fiir die Codierung von natiirlichen Zahlen in Wérter iiber dem Binéralphabet {0,1} gibt es unter-
schiedliche (effektive) Moglichkeiten. Vielleicht am bekanntesten ist die dyadische Zahldarstellung:

0—0,1—1, 2—10, 3— 11, 4+— 100, usw.

Diese Codierung hat (wie die Bierdeckeldarstellung mit einem zusétzlichen Strich) den Nachteil, in einer
Richtung nicht surjektiv zu sein, denn fiir das leere Wort und fiir Wérter mit fithrenden Nullen (aufler der
0) gibt es keine Zahl n, die darauf abgebildet wird. Trotzdem ist sie effektiv in folgendem Sinn: fiir beide
Ubersetzungsrichtungen gibt es Algorithmen, und zusitzlich gibt es einen Algorithmus, der fiir Worter
in {0,1}* bestimmt, ob diese Bilder der Ubersetzung sind oder nicht. Wir nennen bin(n) diese binére
Darstellung von n, und fiir Wérter w im Bildbereich bezeichnen wir mit nat(n) diejenige Zahl, die auf
sie abgebildet wird.

Eine andere Moglichkeit, natiirliche Zahlen bindr zu codieren, orientiert sich am Abzahlbarkeitsbeweis
fiir {0, 1}*. Wir ordnen die Worter in {0, 1}* primér ihrer Lange nach und sekundér lexikografisch, also
folgendermafien:

{,0,1,00,01,10,...},

und konstruieren dadurch eine Bijektion von N in die Menge {0, 1}*. Dies hat der dyadischen Zahldar-
stellung gegeniiber den Vorteil, bijektiv zu sein (und auflerdem in beiden Richtungen effektiv), aber den
Nachteil, dass die Umrechnungsalgorithmen etwas komplizierter und gewthnungsbediirftiger sind.
Ende des Beispiels N «~ {0,1}*

Anmerkung:

Beide Codierungen lassen sich sehr leicht auf Alphabete ¥ mit |X| = p > 2 iibertragen. Einerseits
kann n € N in ¥ p-adisch codiert werden, indem die Elemente von X als Ziffern aufgefasst werden.
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Diese Darstellung hat die gleichen Eigenschaften beziiglich Effektivitdt und Nicht-Surjektivitit wie die
dyadische. Andererseits konnen die Worter von ¥* der Lénge nach systematisch aufgeschrieben werden
und den Zahlen aus N umkehrbar effektiv und sogar bijektiv zugeordnet werden.

Ende der Anmerkung

Beispiel X7 x X5 e~ N:

Es seien ¥; und X, zwei beliebige Alphabete. Wir wollen Tupel in ¥} x 33 in die natiirlichen Zahlen
umrechnen. Dazu kénnen wir zunéichst X7 effektiv umkehrbar nach N, dann Y3 effektiv umkehrbar nach
N codieren und anschlieend die effektiv umkehrbare Codierung von N x N nach N verwenden. Diese
Codierungen konnen leicht auch bijektiv definiert werden. Ganz genau so codiert man X7 x X3 x X3 in
N und allgemeiner, beliebige (Kartesische Produkte von) Mengen der Art ¥* oder N in beliebige andere
(Kartesische Produkte von) Mengen dieser Art.

Ende des Beispiels X7 x X3 «~ N

Allgemein sehen wir eine Codierung als eine Relation p C X x Y zwischen zwei abzéihlbaren Mengen X

und Y an. Wir nennen eine solche Codierung umkehrbar effektiv, wenn es jeweils einen Algorithmen gibt,
der:

e fiir x € X entscheidet, ob x ¢ dom(p) oder x € dom(p);
e fiir y € Y entscheidet, ob y ¢ cod(p) oder y € cod(p);

e fiir z € dom(p) ein Bild y € p(x) berechnet;

e fiir y € cod(p) ein Urbild x € p~!(y) berechnet.

Je nach Bedarf kommen noch weitere Eigenschaften hinzu, vor allem manchmal die Injektivitdt oder die
Surjektivitit oder beides. Wie wir weiter oben gesehen haben, gibt es zwischen den Grundmengen, die
uns im weiteren Verlauf interessieren werden, némlich den (Kreuzprodukten) von Mengen der Art ¥*
und N, immer umkehrbar effektive (sogar bijektive) Codierungen.

2.6 Ubungsaufgaben

1. Man zeige: wenn X und Y endliche Mengen sind, dann gibt es genau |X|-|Y| Paare in X xY, | X|"
Elemente in X", |Y|I*! Funktionen von X nach Y und 2/X/''Y'| Relationen iiber X und Y.

Seien p C (XxY) und 7 C (Y xZ) zwei Relationen. Man zeige (po7)~1 = (1710 p~1).
Man finde eine Menge X und eine irreflexive Relation p auf X x X derart, dass p* reflexiv ist.

Sei p C (X x X) eine Relation auf X. Man zeige (p~1)* = (p*)~ L.

A o R

Man zeige, dass f: X — Y bijektiv genau dann ist, wenn sowohl f als auch f~! Funktionen sind;
und dann ist auch f~! bijektiv.

6. Seien p; und py zwei Aquivalenzrelationen mit endlichem Index. Man zeige, dass aus p; Cps folgt,
dass der Index von ps kleiner oder gleich dem Index von p; ist.

7. Sei X eine Menge mit |X| = m € N, d.h. X enthalte m Elemente. Im folgenden wird nach der
Anzahl von speziellen Relationen auf X gefragt, womit die mazimale Anzahl von voneinander
verschiedenen, zweistelligen Relationen gemeint ist.
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a) Wieviele reflexive Relationen gibt es auf X?
b) Wieviele symmetrische Relationen gibt es auf X?

¢) Eine reflexive und transitive Relation < auf X beschreibt eine totale Ordnung, wenn
VYa,be M: (a =b)V (b= a)
gilt. Wieviele Relationen gibt es auf X, die eine totale Ordnung beschreiben?

8. a) Geben Sie eine Menge X zusammen mit einer irreflexiven Relation p C X x X an, so dass pT
reflexiv ist. Geben Sie auch p™ an.
b) Gegeben seien zwei Mengen X und Y, sowie zwei Funktionen f: X — Y und g: YV — X.
Zeigen Sie: Ist f o g = id|x und go f = id|y, dann sind f und g bijektiv.

9. Gegeben seien zwei gleichméchtige Mengen X = {1,2,3} und Y = {4, 5, 6}, sowie zwei offensichtlich
injektive Funktionen

Yy - X
J X =Y ] 1 S fallsy=4
f{ x — x+3 und g: T 3 ,fallsy=5
2 |, falls y = 6.

a) Geben Sie fiir jedes A € 2% den Wert von h(A) = X \ g(Y \ f(A)) an.

b) Berechnen Sie H = (N{A € 2% | h(A) C A}.

¢) Kann im allgemeinen Fall immer etwas iiber die wie oben definierte Menge H C X ausgesagt
werden, wenn die gleichméchtigen Mengen X und Y endlich sind? Beweisen Sie Ihre Antwort!

10. Sei X ein Alphabet. Man zeige (U, 0}y " = £*\{e}. Man gebe eine Sprache L C ¥* an, so dass
Unemngop L™ # L™\{e}-

11. Ist die Menge aller Sprachen iiber einem gegebenen Alphabet abzihlbar oder iiberabzéihlbar un-
endlich? (Begriindung oder Beweis.)

12. Man zeige: Sei X eine unendliche Menge; dann ist 2% nicht abzihlbar.

13. Man zeige: ,,Die abzihlbare Vereinigung abzdhlbarer Mengen ist wieder abzihlbar®, d.h.: Sei I
eine abzihlbare Menge und seien, fiir jedes i€l, die X; abzihlbare Mengen. Dann ist auch die

Vereinigung X = |J,; X; eine abzéhlbare Menge.

14. Man zeige: XJLF ist {iberall undefiniert genau dann, wenn L = @), und iiberall definiert — also eine
Funktion — genau dann, wenn L = X*.

15. Man zeige: Ist £ abgeschlossen gegeniiber Komplement und Vereinigung (Durchschnitt), dann auch
gegeniiber Durchschnitt (bzw. Vereinigung).

16. Gegeben sei ein Alphabet ¥, eine Sprache L C ¥* und ein Wort w € L. Beweisen Sie durch
vollstéandige Induktion, dass fiir jedes n € N

[w"| = nxfw] A X" = [E]"

gilt. Ein Hinweis zur Arbeitserleichterung: ¥ C 3*.



Kapitel 3

Ersetzungssysteme und
Grammatiken

Sprachen iiber ¥ konnen dadurch erzeugt werden, dass die Worter in ihnen schrittweise durch soge-
nannte Ersetzungsregeln, die ,,mechanisch“ angewendet werden kénnen, produziert werden. Zuerst gehen
wir allgemein auf Ersetzungsregeln ein (Abschnitt 3.1) und dann speziell auf grammatikalische Regeln
(Abschnitt 3.2).

3.1 Ersetzungssysteme

Definition 3.1.1 ERSETZUNGSSYSTEM

Sei ¥ ein Alphabet. Ein Ersetzungssystem oder Semi—Thue—System (nach dem norwegischen Mathemati-
ker A. Thue) iiber ¥ ist ein Paar E = (X, P), wobei P C ¥* x ¥* eine endliche Relation ist. Die Elemente
von P heiflen auch Produktionen oder (Ersetzungs-)Regeln (engl. rewrite rules). X 3.1.1

Der Vorsatz ,Semi—* in dieser Definition ist so zu verstehen, dass zu einem Thue-System (die von Thue
in erster Linie betrachteten Struktur) noch eine weitere Eigenschaft hinzu kommt: die Relation P muss
symmetrisch sein. Wir interessieren uns jedoch hauptséchlich fiir Semi-Thue-Systeme.

Regeln (u,v) € P werden oft w — v geschrieben, um anzuzeigen, dass v der Ursprung ist, aus dem v
»in einem Schritt“ produziert wird. Die Arbeitsweise eines Ersetzungssystems E = (X, P) wird durch
folgenden Ableitungsbegriff beschrieben.

Definition 3.1.2 ABLEITBARKEIT

E induziert eine Relation FC ¥* x ¥*, die folgendermaflen definiert ist: fiir w,v € ¥* gilt w Fg v (v
ist unmittelbar aus w ableitbar), falls es Worter wq, ws € ¥* und eine Regel u; — ug € P gibt, so dass
w = wiuiwe und v = wiuswsy. Die Regel u; — uy wird also auf das Wort w angewandt, indem eines
der (eventuell mehreren) Vorkommen des Teilwortes u; durch ug ersetzt wird. Statt w Fg v wird auch
w —p v oder (wenn E aus dem Kontext bekannt ist) auch w F v bzw. w — v geschrieben. X 3.1.2

37
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Gilt w F* v, d.h. (w,v)€ F*, dann gibt es eine Folge w = 29 I ... F z, = v. Diese Folge heiit auch eine
Ableitung von v aus w (oder von w nach v) der Linge n. Insbesondere gilt w F* w mit einer Ableitung
der Lange 0.

Wir definieren zu einem gegebenen Wort w € ¥* die Menge aller daraus mit Hilfe von E ableitbaren
Worter, die Sprache L(w, E) (L fiir ,,language®):

L(w,E) ={ve ¥ |wky v}

Die Menge der Ableitungen aus w kann in baumférmiger Art beschrieben werden. Die Wurzel des Baumes
ist w und die Kinder eines Knoten des Baumes sind die daraus mittels - g unmittelbar ableitbaren Worter
(die eventuell mehrfach in einem solchen Baum vorkommen). Dieser Baum hat endlichen Ausgangsgrad,
denn wegen der Endlichkeit von P ist fiir jedes Wort w € ¥* die Menge der Kinder von w beziiglich
der unmittelbaren Ableitbarkeit Fg, d.h. {v € ¥* | w Fg v}, endlich. Wir nennen ihn den Baum der
Ableitungen (von w aus, oder mit Wurzel w).

Besonders wichtig sind die Blétter dieses Baumes. Seien w, z € ¥*. Dann heiit z terminal (oder auch in
Normalform), wenn es kein v € ¥* mit z Fg v gibt. Mit anderen Worten, bei z endet die unmittelbare
Ableitbarkeit. Wir sagen, dass w die Normalform z hat, wenn z in Normalform ist und w 7}, z gilt. Es
kann zu einem w mehrere verschiedene Normalformen geben.

Es folgen einige Beispiele. Alle benutzen das Alphabet ¥ = {wi,a,b,...,2}, wobei L das Leerzeichen
bedeuten soll.

Beispiel E;:

Zuerst betrachten wir E1 = (X, {(hasse, liebe) }). Die maximal langen Ableitungen in diesem Ersetzungs-
system wandeln einen Eingabetext so um, dass alle Vorkommen von , hasse“ durch ,liebe“ ersetzt werden,
z.B. in:

ichuhassewgtt Fg, ichuliebe L gti
und
ichishasse L gt und Liich s hasse Lilogik B, ichiliebe L gti iund Liich wiliebe L logik.

Ende des Beispiels E;
Beispiel Es:
Sei Ey = (X, {(a,aba)}). Im Gegensatz zu E; hat dieses Ersetzungssystem unendliche Ableitungen, z.B.

cac g, cabac kg, cababac ...

Im zweiten Schritt dieser Ableitung konnen beide a ersetzt werden, was (zufélligerweise) auf das gleiche
Wort fiithrt. Dies &ndert sich bei einem anderen Anfangswort, wie zum Beispiel w = caac. Wenn immer
das erste a ersetzt wird, ergibt sich die Ableitung

caac tg, cabaac Fg, cababaac ...,
wenn immer das letzte a ersetzt wird, die Ableitung
caac ‘g, caabac Fg, caababac ...

Dazwischen gibt es unendlich viele weitere Ableitungen. Die Sprachen L(cac, E2) und L(caac, Es) sind
beide unendlich. In Abbildung 3.1 ist der Baum der Ableitungen von L(caac, Es) gezeigt bzw. angedeutet.
Ende des Beispiels F»
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caac

cabaac caabac

cababaac cabaabac cabaabac caababac

Abbildung 3.1: Baum von Fy mit Wurzel caac

Beispiel Ej3:
Wir betrachten F5 = (X, {(a,b), (a,c)}). Hier tritt der Fall auf, dass ein Wort keine eindeutige Normalform
hat. Zum Beispiel gilt

aa =g, bb und aa g, be und aa Fg, cb und aa 5, cc,

und alle vier erreichten Worter sind terminal.

Ende des Beispiels F3

Beispiel Fj:

Es sei B4 = (%, {(ba,ab)}). Eine maximal lange Ableitung von baacba aus ist

baacba tg, baacab tg, abacab Fg, aabcab .

Es gibt auch noch andere, gleich lange, Ableitungen vom gleichen Wort baacab, allerdings nur endlich
viele. Die Sprache L(baacba, E4) ist also endlich.
Ende des Beispiels F;

Als néchste Beispiele betrachten wir zwei Spezialfiille, in denen es (wie bei E3) nur auf die Ersetzung von
Buchstaben ankommt.

Beispiel Ej5:

Sei Es = (X£,{(a,b), (a,c¢), (c,d), (b,€),(d,e)}). Eine Ableitung ist zum Beispiel

a FE, C FE

5

d FES €.

5

E5 hat ersichtlich keine unendlichen Ableitungen, auch nicht, wenn mit mehrbuchstabigen Wortern ge-
startet wird.
Ende des Beispiels Fx

Beispiel Eg:
Sei zuletzt Fg = (X, {(x,v), (y,2), (x,a), (y,b)}) betrachtet. Eg hat unendliche Ableitungen, zum Beispiel

X l_Ee y l_Ee X l_Ee y l_Ee ey
aber auch maximale endliche, z.B.

x l_EG y l_EG X '_EG y l_Ee b.
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\y
Y
a / \y
b T
a
b

Abbildung 3.2: Baum von Fg mit Wurzel z

Trotz der existierenden unendlichen Ableitung ist die Sprache L(x, Eg) endlich. Der Baum der Ableitungen
von Eg mit x als Wurzel hat unendlich viele Knoten, aber nur endlich viele Worter kommen in ihm vor.
Der Baum mit Wurzel x ist in Abbildung 3.2 gezeigt.

Ende des Beispiels Fg

Wir untersuchen nun die Frage der Existenz von eindeutigen Normalformen fiir die Worter eines gegebe-
nen Ersetzungssystems. Um Kriterien hierfiir zu finden, und zwecks einer Untersuchung der entstehenden
Spezialfille, definieren wir einige Eigenschaften von Ersetzungssystemen.

Definition 3.1.3 SPEZIELLE ERSETZUNGSSYSTEME
Sei E = (X, P) ein Ersetzungssystem.

(i) E heifit Noethersch (nach der Mathematikerin Emmy Noether) oder terminierend, wenn es keine
unendlichen Ableitungen

wWo }_E w1 }_EwQ |_E
gibt.
(ii) E heiBt deterministisch, wenn die Relation g rechtseindeutig ist.

(iii) E heifit stark konfluent, falls

w % N
aus: )\ /& stets folgt: Jv e ¥
vt & ~

(iv) E heifit konfluent oder besitzt die Church-Rosser—FEigenschaft oder kurz: ist Church-Rosser, falls

%&

w
: % * stets folgt: = pIE
aus wf\/%}z stets folg v e /& )\
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(v) E heifit lokal konfluent, falls
NA
2

w
aus: wl)\ /%02 stets folgt: Jv e ¥*: Ui:& )*Hi
v

Die drei zuletzt genannten Eigenschaften kénnen auch relational formuliert werden: E ist
(iii) stark konfluent, wenn (=1 o F)\idg« C (Fok—1);
(iv) konfluent, wenn ((F=1)*o F*) C (F* o(F~1)*);
(v) lokal konfluent, wenn (F=1 o) C (F* o(F71)%). X 3.1.3

Wenn ein Ersetzungssystem E iiber ¥ Noethersch ist, dann ist fiir jedes Wort w € ¥* die Sprache L(w, E)
endlich. Dies folgt aus der Gradendlichkeit des mit w beginnenden Baums der Ableitungen, zusammen
mit Lemma 2.2.1 (dem Lemma von Konig). Die Sprache L(w, E) kann héchstens so viele Elemente haben
wie dieser Baum Knoten hat. Insbesondere gibt es fiir ein Noethersches Ersetzungssystem auch immer
eine maximale Lénge fiir Ableitungen aus einem Wort w, ndmlich die Linge eines maximalen Pfades in
dem Baum der Ableitungen von w aus.

Determinismus bedeutet, dass es keine Auswahl zwischen zwei oder mehr verschiedenen (unmittelbaren)
Ableitungsschritten geben kann. D.h., wenn das Ergebnis eines Ableitungsschrittes w kg ... iiberhaupt
existiert, dann ist es bestimmt durch das eindeutige v mit w Fg v.

Die vorigen Beispiele sind so gewihlt, dass sie die teilweise Unterschiedlichkeit der soeben definierten
Begriffe, vor allem der Konfluenzbegriffe, zeigen. Zum Beispiel sind E5 und FEg nicht Noethersch, aber
alle anderen sind Noethersch; wir werden dies gleich ausfiihrlich fiir F, zeigen. E5 besitzt keine der drei
Konfluenzeigenschaften, d.h., es ist nicht stark konfluent, nicht lokal konfluent und auch nicht konfluent.
Fiir alle drei Eigenschaften sind die beiden Ableitungen a g, bund a g, ¢ ein Gegenbeispiel, denn von b
und c aus gibt es kein gemeinsames ableitbares Wort. Ey4 besitzt dagegen alle drei Konfluenzeigenschaften;
wir zeigen dies gleich fiir die starke Konfluenz. Ej5 ist lokal konfluent und konfluent, aber nicht stark
konfluent. Fg ist lokal konfluent, aber nicht konfluent. Dass diese Beispiele maximal diskriminierend
zwischen den betrachteten Konfluenzeigenschaften sind, folgt aus einem gleich zu beweisenden Satz.

Lemma 3.1.4 Das Ersetzungssytem Ey4 ist Noethersch und stark konfluent.

Beweis: Wir zeigen zuerst, dass F4 Noethersch ist. Die Idee: bei jedem Schritt wandert eines der b’s im
Wort nach rechts, bis kein b mehr wandern kann; die Wortlinge #ndert sich aber nicht. Genauer: man
definiere eine Funktion 7(w), die iiber alle b im Wort w die Anzahl der rechts von b stehenden a-Zeichen
summiert. Z.B. ist 7(baacba) = 4, weil rechts des ersten b drei as stehen und rechts des zweiten b ein a
steht. Offensichtlich gibt es keine Ableitungen von w, die linger als 7(w) sind.

Wir zeigen dann, dass E, stark konfluent ist. Gilt w Fg, w; und w Fg, we mit w; # wsy, dann muss
es in w zwei Vorkommen des Teilwortes ba geben. Da es in jedem Wort der Lange < 3 hochstens ein
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solches Vorkommen geben kann, kénnen sich die beiden Vorkommen von ba in w nicht iiberlappen' und
w ist von der Form w’baw’ baw’’ mit Wortern w’, w”, w’’. Deswegen verbleibt nach Ersetzung des einen
Vorkommens von ba durch ab das andere Vorkommen noch im Wort und kann weiter ersetzt werden.

X 3.14

Der folgende Satz gibt einen ersten Zusammenhang zwischen den drei Konfluenzeigenschaften:

Satz 3.1.5 ERSTER KONFLUENZSATZ

Wenn ein Ersetzungssystem stark konfluent ist, dann ist es Church-Rosser.
Wenn ein Ersetzungssystem Church-Rosser ist, dann ist es lokal konfluent.

Die drei Konfluenzbegriffe bilden also eine lineare Hierarchie.

Beweis: Sei F stark konfluent. Sei w ein Wort mit w F5 w; und w F wo. Dann gibt es Zahlen n, m und
Wérter wy, ..., wf sowie w3, ..., w§" mit w) = w = wg, wy = wy, w§ = wy sowie wi! Fp wi (0<i<n)
und w%_l Fr wj) (0<j<m). Die dadurch aufgespannte ,,groe Raute* kann nach und nach mit ,kleinen
Rauten* geméf starker Konfluenz aufgefiillt werden, bis ein Element entsteht, das sowohl aus w; als auch
aus wq ableitbar ist (siehe Abbildung 3.3).

Dass die Church-Rosser—Eigenschaft lokale Konfluenz impliziert, ist unmittelbar klar. X 3.1.5

w) =w=w)

s
M/\/\
/\/\/\

— m
wi = w1@ . @ w2 = w;

N

Abbildung 3.3: Zum Beweis von Satz 3.1.5

Die Implikationen des letzten Satzes kénnen nicht umgedreht werden, wie aus den vorangegangenen
Beispielen F5 und FEjg folgt. Lokale Konfluenz ist allerdings stark genug, die Church-Rosser—Eigenschaft
nach sich zu ziehen, wenn nur Terminierung vorausgesetzt wird:

1Ein Beispiel fiir Teilworter, die sich iiberlappen kénnen, ist abcbeba mit zwei Teilwdrtern, beb und nochmals beb.
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Satz 3.1.6 ZWEITER KONFLUENZSATZ / SATZ VON NEWMANN

Sei E ein Noethersches und lokal konfluentes Ersetzungssystem. Dann ist E Church-Rosser.

Demnach diirfte Fg, das den Unterschied zwischen Konfluenz und lokaler Konfluenz aufzeigt, nicht
Noethersch sein. In der Tat gibt es die gezeigte unendliche Ableitung.

Beweis: Da E Noethersch ist, ist fiir jedes Wort w der Baum der Ableitungen mit w als Wurzel endlich.
Es existiert also eine Funktion [: ¥* — N, die w € ¥* die Lénge einer lingsten von w ausgehenden
Ableitung zuordnet. Wir beweisen den Satz per Induktion iiber I(w).

e Induktionsbeginn: [(w) = 0. In diesem Fall gibt es von w aus keine Ableitung, und die Konfluenz
ist trivialerweise erfiillt.

e Induktionsschritt: [(w) > 0. Es gelte w F3 w; und w F§; ws. Dann gibt es Zahlen n, m und

Worter wgo),...,wgn) sowie wéo), e ,wém) mit wgo) =w = wgo), w§”) = wi, wém) = wy sowie
wgi_l) Fe wgz) (0<i<n) und wéj_l) Fe wéj) (0<j<m). Wenn n=0 oder m=0, ist die Konfluenz

erfiillt, es gelte also n>0 und m>0. Aufgrund der lokalen Konfluenz existiert ein Wort ¢t € ¥* mit
wgl) F% ¢t und wél) Fot.Dawlkg wgl) und w g wél), gilt l(w%l)) < I(w)—1 und l(wél)) < Il(w)-1.
Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass es Worter ug,ug € X* gibt, so dass wy b} w1, t 5 w1,
t F% ug und we Fj; ug gilt. Da auch I(t) < l[(w)—1 gilt, kann wieder die Induktionsvoraussetzung
angewendet werden, und danach existiert ein v € ¥*, so dass u; Ff v und uy F% v und somit auch
wy Fg v und we Fg v. X 3.1.6

Dies fiihrt zu einem Kriterium dafiir, dass jedes Wort eines Ersetzungssystems eine eindeutige Normalform
hat.

Satz 3.1.7 NORMALFORMSATZ

Sei E = (X, P) ein Noethersches und lokal konfluentes Ersetzungssystem.
Dann hat jedes Wort w € X* eine eindeutige Normalform.

Beweis: Betrachte w € ¥*. Die Existenz einer Normalform von w folgt direkt daraus, dass F terminiert
(Noethersch ist). Zu zeigen ist noch die Eindeutigkeit. Seien dazu w; und wy terminal mit

w
o A
w1 wao
Da FE laut Satz 3.1.6 die Church-Rosser—Eigenschaft hat, gibt es ein Wort v mit
w1 w2
N
’l} .

Da w; und wy in Normalform sind, folgt wi = v = ws. X 3.1.7
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3.2 Grammatiken

Formale Grammatiken werden im Folgenden als Ersetzungssysteme mit zusétzlicher Struktur angesehen.
Diese zusétzliche Struktur ist gepréigt durch die Interpretation von einigen Zeichen als sogenannte Nicht-
terminalsymbole, die nur zum Erzeugen von Wortern benotigt werden und in diesen Wortern selbst keine
Rolle mehr spielen. Darunter ist ein spezielles Symbol, das Startsymbol S, von dem aus alle zu betrachten-
den Worter generiert werden. Die Buchstaben der zu erzeugenden Worter heiflen demgegeniiber Termi-
nalsymbole. Da wir an der Erzeugung von Sprachen iiber einem Alphabet ¥ interessiert sind, verwenden
wir X weiter fiir die Menge der Terminalsymbole. Fiir die Menge der Nichtterminalsymbole verwenden
wir die Bezeichnung N. Das Gesamtalphabet des zu betrachtenden Ersetzungssystems ist damit ¥ U N
(und nicht mehr nur ¥ wie in Abschnitt 3.1).

Formale Grammatiken wurden ca. 1959 von dem Linguisten Noam Chomsky eingefiithrt und heiflen des-
halb auch Chomsky—Grammatiken. Die Unterscheidung zwischen Nichtterminalsymbolen und Terminal-
symbolen hat eine direkte linguistische Entsprechung. Linguistische Begriffe wie ,,Pradikat®, , Subjekt*,
,Objekt* entsprechen Nichtterminalsymbolen, die Buchstaben bzw. Woérter des (deutschen, englischen,
etc.) Alphabets bzw. Worterbuchs dagegen den Terminalsymbolen.

Definition 3.2.1 FORMALE GRAMMATIKEN
Sei ¥ ein Alphabet. Eine formale Grammatik iiber ¥ ist ein Quadrupel G = (N, X, P, S), wobei gilt:

(i) N ist ein Alphabet von Nichtterminalsymbolen;
(ii) X ist ein Alphabet von Terminalsymbolen, und es gilt N NX = (J;

(iii) P € (NUX)T x (N UX)* ist eine endliche Menge von Produktionen oder Regeln, wobei wir fiir
(u,v) € P fordern, dass v mindestens ein Nichtterminalsymbol enthélt;

(iv) S € N ist das Startsymbol. X 3.2.1

Ist G = (N, X, P, S) eine Grammatik, so ist E(G) = (N U, P) ein Ersetzungssystem, das G zugeordnete
Ersetzungssystem . Wir schreiben u — v fiir Regeln in P und ¢, —¢ oder auch (um Ableitungen von
den Regeln zu unterscheiden) = fiir den durch E(G) bestimmten Ableitungsbegriff -y und 5, —¢
oder =, fiir die reflexive, transitive Hiille I—E(G) von Fp(q)-

Die Nichtterminalsymbole werden normalerweise nur als Hilfssymbole innerhalb von Ableitungen benutzt.
Durch die Forderung, dass in einer Regel (u,v) € P das Wort v mindestens ein Nichtterminalsymbol
enthilt, erreichen wir erstens, dass aus dem ,,Nichts“ (dem leeren Wort) nichts erzeugt werden kann und
zweitens, dass ein einmal erzeugtes nur aus Terminalzeichen bestehendes Wort nicht weiter verédndert
werden kann. Die Rolle des Startsymbols S ist die des einzig interessierenden Startwortes des Erset-
zungssystems F(G). D.h., es interessieren iiberhaupt nur die Worter in L(S, E(G)). Darunter sind einige
besonders interessant:

Definition 3.2.2 DURCH EINE GRAMMATIK ERZEUGTE SPRACHE
Die von G erzeugte Sprache, L(G), ist definiert als die Wortmenge

L(G) = {we L(S,E(Q)) | we x*),

d.h. diejenigen aus S ableitbaren Worter, die nur aus Terminalsymbolen bestehen. X 3.2.2
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Beispiel G;: Wir betrachten die Grammatik G; = (Ny, X1, P1, S1) mit

N = {51}
21 = {a7b}
P1 = {Sl —>£,Sl—>a51b}

und fragen, welche Wortmenge iiber ¥; dadurch generiert wird. In diesem einfachen Beispiel ist es leicht
moglich, den ganzen Baum der Ableitungen mit Wurzel S; anzugeben (siehe Abbildung 3.4). Die Ablei-
tungen nach links stammen von der Produktion S; — ¢, die nach rechts von der Produktion S; — aS1b.
Diejenigen Worter im Baum, die Elemente von 37 sind, sind genau seine Blatter, d.h. die Worter ¢, ab,
aabb etc. Die von Gy erzeugte Sprache ist demnach L(G1) = {a"b™ | neN} = {e, ab, aabb, .. .}.

S1
RN

aSlb
RN
ab aaS1bb
RN
aabb aaaS1bbb

Abbildung 3.4: Baum der Ableitungen (von S; aus) fiir Gy

Ende des Beispiels G,
Beispiel G5: Wir wollen Worter der Form

w= ((O)OLON
iiber dem Alphabet X5 = {(,)} beschreiben, d.h. die Sprache der korrekten Klammerungen:

KL = {we¥*| Anzahl (inw = Anzahl) inw
und fiir alle Prifixe u von w gilt: Anzahl (in u > Anzahl) in u }.

Wir withlen die Grammatik Gy = (Na, Yo, P, S5) mit
Ny = {5}

3o {(H}
P {82 — ¢,82 — (82), 82 — S252}.

Ahnlich wie oben liisst sich zeigen, dass L(Gs) = KL gilt.
Ende des Beispiels G,
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Wir kommen nun zu einigen strukturellen Anforderungen bzw. Einschréinkungen, die an die Form der
Produktionen x — y einer Grammatik gestellt werden. Durch die Chomsky-Hierarchie werden die Gram-
matiken und vor allem auch die durch sie erzeugten Sprachen in Klassen eingeteilt. Es gibt hauptséchlich
vier Sprachklassen, die folgendermafien durchnummeriert werden: von Chomsky-0 (uneingeschrinkt) bis
Chomsky-3 (am meisten eingeschrinkt). Bei der Definition sind einige Details in Bezug auf Produktionen
X — ¢, durch die das leere Wort aus einem Nichtterminalsymbol X € N erzeugt wird, zu beachten. Wir
nennen solche Produktionen e-Produktionen.

Sei u — v eine Produktion der Grammatik G = (N, 3, P, S). Dann heifit u — v

linkslinear wenn v € N und v € (N¥*) U X*
(d.h. links steht genau ein Nichtterminalzeichen, rechts hochstens eins,
und wenn in v iiberhaupt eins vorkommt, dann ganz links im Wort)

rechtslinear wenn u € N und v € (X*N)UX*
(d.h. links steht genau ein Nichtterminalzeichen, rechts hochstens eins,
und wenn in v iiberhaupt eins vorkommt, dann ganz rechts im Wort)

kontextfrei wenn u € N

(d.h. links steht nur ein Nichtterminalzeichen; v = € ist zugelassen)
konteztsensitiv wenn u = wy Xwse und v = wiwws mit X € N,w € (NUX)T

(d.h. ein Nichtterminalzeichen X wird im Kontext wj..ws

durch das nichtleere Wort w ersetzt)

monoton wenn |u| < |v]
(d.h. die Produktion wirkt nicht wortverkiirzend).

Beispiel: Wir nehmen an, dass S und X Nichtterminalsymbole, ¢ und b Terminalsymbole sind:

S —e ist (links-, rechts-)linear; kontextfrei; nicht kontextsensitiv; nicht monoton.
S—a ist (links-, rechts-)linear; kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.

S —aX ist rechts-, aber nicht linkslinear; kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.

S — Sb ist links-, aber nicht rechtslinear; kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.

S — aSbh ist weder links- noch rechtslinear; kontextfrei; kontextsensitiv; monoton.

aSb — aXaXb ist nicht kontextfrei, aber kontextsensitiv und monoton.
aXb— bSXa ist nicht kontextsensitiv, aber monoton.
aXb— Xa besitzt keine der genannten fiinf Eigenschaften.

Ende des Beispiels

Es ist klar, dass jede linkslineare Produktion auch kontextfrei ist, dass jede rechtslineare Produktion auch
kontextfrei ist, dass jede kontextfreie Produktion auler einer e-Produktion auch kontextsensitiv ist, und
dass jede kontextsensitive Produktion auch monoton ist.

Wir nennen eine Grammatik linkslinear, wenn alle ihre Produktionen linkslinear sind, rechtslinear, wenn
alle ihre Produktionen rechtslinear sind, und kontextfrei, wenn alle ihre Produktionen kontextfrei sind.
Wir nennen eine Grammatik kontextsensitiv, wenn alle ihre Produktionen kontextsensitiv sind, aufler
eventuell die Produktion S — & (dann aber S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt),
und monoton oder vom Erweiterungstyp, wenn alle ihre Produktionen monoton sind, aufler eventuell die
Produktion S — ¢ (dann aber S nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt).

Wir lassen also in der Definition kontextsensitiver bzw. monotoner Grammatiken als einzige nicht-
kontextsensitive bzw. nicht-monotone Ausnahme die Produktion S — & zu. Mit dieser Produktion kann
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das leere Wort erzeugt werden, das sonst kontextsensitiv und monoton nicht erzeugt werden kénnte. Dies
lassen wir allerdings nur unter der Voraussetzung zu, dass S nicht auch auf der rechten Seite einer Regel
vorkommt, denn sonst kénnte man indirekt eine verkiirzende Produktion ,einschmuggeln“, etwa nach
dem Muster: S — ¢ in Verbindung mit aXb — aSb.

In einer kontextfreien Grammatik darf die Produktion X — e auftreten, wobei X # S ist. Deshalb ist
nach obiger Definition nicht jede kontextfreie Grammatik auch kontextsensitiv. Allerdings kann man jede
kontextfreie Grammatik ohne Anderung der erzeugten Sprache so umwandeln, dass sie sowohl kontextfrei
als auch kontextsensitiv wird. Dies geschieht durch einen Eliminationsalgorithmus, der alle Produktionen
X — e mit X # S aus der Grammatik entfernt. Eine Grammatik G heifit eingeschrdnkt kontextfrei oder
e-frei, wenn alle Produktionen kontextfrei sind und es entweder iiberhaupt keine e-Produktion gibt oder
S — ¢ die einzige e-Produktion ist und S dann nicht auf der rechten Seite einer Produktion vorkommt.
Im ersten Fall gilt e¢L(G), im zweiten Fall gilt e L(G).

Lemma 3.2.3 EINGESCHRANKT KONTEXTFREI IST AQUIVALENT MIT KONTEXTFREI

Sei G eine kontextfreie Grammatik iber ¥ mit L(G). Dann kann aus G eine eingeschrinkt kontextfreie
Grammatik G' iber ¥ mit L(G) = L(G") konstruiert werden.

Beweis: Sei G = (N, X, P, S). Wir zerlegen N so in zwei Teilmengen Ny und Ny = N\ Ny, dass Ny genau
die Variablen X mit X =7 € enthélt. Die Menge N; ist induktiv folgendermaflen konstruierbar:

Ny ={X | (X —¢)e P}

do 3X: (X —-X;...X,)€Pund X ¢ Ny und Vj,1<j<m: X; € N;) —
fiige ein solches X zur Menge N; hinzu

od.

Diese Konstruktion bricht ab, weil es nur endlich viele Nichtterminalsymbole und Produktionen gibt.
Variablen, die nach dieser Konstruktion in N, liegen, kénnen das leere Wort nicht produzieren, weil
jede Anwendung einer Produktion mindestens ein Terminal- oder Nichtterminalsymbol hinzufiigt. Dann
werden die Regeln folgendermaflen veréndert:

Entferne alle e-Produktionen der Form (X — ¢);

do I Regel (X — uYv) mit X € N,Y € Ny,uv € (NUX)" und =3 Regel (X — uv) —
fiige eine Regel (X — uv) zur Regelmenge hinzu
od.

Die neuen Regeln (X — uv) sind kontextfrei, und aulerdem wird wegen uv € (NUX)™ keine e-Produktion
neu hinzugefiigt. Fiir die neu hinzugefiigten Regeln kann es vorkommen, dass die Eingangsbedingung der
Schleife erneut wahr wird, die Schleife also erneut betreten wird. Die Konstruktion bricht trotzdem ab,
weil die Langen der rechten Seiten der neu hinzu gefiigten Regeln echt kleiner werden.

Wenn S ¢ Nj, sei die so erhaltene Grammatik G’. Wenn S € Ny, wird ein neues Startsymbol S’ mit

den beiden Regeln S’ — & und S’ — S hinzugefiigt; S wird ein normales Nichtterminalsymbol. Die so
erhaltene Grammatik sei G'. Es gilt L(G) = L(G'). X 3.2.3

Wir geben zwei Beispiele fiir diese Konstruktion.

Beispiel Gg:
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Seien G3 = (N3, {a,...,7,0,...,9}, P35, (id)) mit N3 = {(id), (tail}, (letter), (digit)} und P5 wie folgt:
(id) —  (letter) (tail)

(tail) — ¢ | (letter) (tail) | (digit) (tail)
(letter) — a|...|z
(digit) — 0]...]9.

Dabei ist (tail) — e | (letter) (tail) | (digit)(tail) eine gebréuchliche Abkiirzung fiir die drei Regeln:

(tail> — €
(tail) —  (letter) (tail)
(tail) —  (digit) (tail),

und eine #hnliche Art von Abkiirzung wurde fiir (letter) und (digit) benutzt. Ein Wort, das aus Gj
generiert werden kann, ist z.B. summe 1. Hier ist (andeutungsweise) die Erzeugung:

(id) kg, (letter) (tail) kg, ... Fg, summel

Generell sind alle aus G3 erzeugbaren Worter auch identifier im Sinne einer Programmiersprache wie
etwa C, Pascal oder Java.

Die Grammatik G5 ist kontextfrei (und sogar , versteckt“ rechtslinear), aber nicht e-frei, da die Produktion
(tail) — ¢ enthalten ist. Wir formen sie gem&fl der Konstruktion des obigen Lemmas um. Die Menge der
Variablen aus N3, aus denen ¢ produziert werden kann, ergibt sich zu {(tail)}. Da das urspriingliche
Startsymbol (id) nicht in dieser Menge enthalten ist, bendtigen wir kein neues Startsymbol S’. Wir
loschen daher die Produktion (tail) — e, fiigen die Produktionen (id) — (letter), (tail) — (letter) und
(tail) — (digit) hinzu und erhalten G%:

(id) —  (letter) (tail) | (letter)

(tail) —  (letter) (tail) | (digit) (tail) | (letter) | (digit)
(letter) — al...|z

(digit) — 0]...]9.

Die e-Produktion wird durch diese Konstruktion sozusagen ,,vorweggenommen®.
Ende des Beispiels G35

Beispiel G; (Fortsetzung):

Wir erinnern uns an (G; mit seinem Startsymbol S; und den beiden Produktionen S; — € und S; — aS1b.
Hier gilt S; =, &, und S; kommt auf einer rechten Seite vor. Deswegen léschen wir die Produktion
S1 — e, fiigen die Produktion S; — ab hinzu und fithren ein neues Startsymbol 57 mit den neuen
Produktionen S| — & und 5§ — Sy ein:

Pl S — e
Si - Sl
S1 — ab
Sl — aSlb.

Ende des Beispiels G; (Fortsetzung)
Wegen Lemma 3.2.3 gilt allgemein:

{ L C ¥* | es gibt eine kontextfreie Grammatik G iiber ¥ mit L = L(G) }

3.1
= { K C X* | es gibt eine eingeschrinkt kontextfreie Grammatik G’ iiber ¥ mit K = L(G’) }. (8:1)
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In Bezug auf die Klasse der generierten Sprachen ist es also keine Einschrénkung, eine Grammatik als
eingeschriankt kontextfrei, anstelle von kontextfrei, anzunehmen. In formaler Hinsicht sind die einge-
schrankt kontextfreien Grammatiken giinstig, denn eine eingeschrinkt kontextfreie Grammatik ist auch
eine kontextsensitive Grammatik. Fiir den ,téglichen Gebrauch“ sind die uneingeschriankt kontextfreien
Grammatiken besser geeignet, da sie mehr Definitionsspielraum lassen.

Wir kommen nun zur Definition der Chomsky-Hierarchie. Dazu &ndern wir unsere Sichtweise von den
Grammatiktypen hin zu den erzeugten Sprachklassen.

Definition 3.2.4 CHOMSKY-SPRACHKLASSEN
Sei ¥ ein Alphabet. Eine Sprache L C >* heifit

e linkslinear, wenn es eine linkslineare Grammatik G mit L = L(G) gibt;

o rechtslinear oder Chomsky-3, wenn es eine rechtslineare Grammatik G mit L = L(G) gibt;

o kontextfrei oder Chomsky-2, wenn es eine kontextfreie Grammatik G mit L = L(G) gibt;

o kontextsensitiv oder Chomsky-1, wenn es eine kontextsensitive Grammatik G mit L = L(G) gibt;
e vom Erweiterungstyp, wenn es eine monotone Grammatik G mit L = L(G) gibt;

e Chomsky-0, wenn es eine Grammatik G mit L = L(G) gibt. X 3.2.4

Beispiel Ly, Gy:
Wir nehmen zunéchst ¥ = {a,b} an und betrachten die Sprache

Ly={a"b|n €N} ={b,ab,aab,...}.

Eine Grammatik, die diese Sprache erzeugt, ist G4 = ({S}, {a, b}, Py, S) mit Py = {S — aS,S — b}. Dies
zeigt, dass L4 rechtslinear ist. Ly ist auch linkslinear, wie durch die Grammatik G, = ({4, S}, {a,b}, P}, S)
mit Py ={S — Ab, A — ¢, A — Aa} gezeigt wird.

Ende des Beispiels Ly,G4

Beispiel L,,Gq:

Wieder mit ¥ = {a, b} betrachten wir die Sprache

Ly = {a"b" | n € N} = {¢, ab,aabb, .. .}.

Wie wir schon gesehen haben (Beispiel G1), kann diese Sprache durch eine Grammatik mit den Pro-
duktionen S — ¢ und S — aSb generiert werden. Diese Grammatik ist kontextfrei, also ist auch L
kontextfrei.

Ende des Beispiels L1, Gy

Wir werden spéter sehen, dass die Sprache L; durch keine links- oder rechtslineare Grammatik erzeugt
werden kann, d.h. weder linkslinear noch rechtslinear ist. Fiir einen solchen Unméglichkeitsbeweis ben6ti-
gen wir ein Argument iiber die Menge aller (rechts- und linkslinearer) Grammatiken, was etwas schwieriger
ist, als eine geeignete (kontextfreie) Grammatik fiir L; anzugeben.

Beispiel Ls,G5:

Nun betrachten wir ¥ = {a, b, c} und die Sprache

Ls = {a"b"c" | n € N} = {¢, abc, aabbee, aaabbbeec, . . . }.
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Diese Sprache ist monoton, denn sie wird von der folgenden monotonen Grammatik erzeugt: G5 =
({S, R, B},{a,b,c}, P5,S) mit

Ps: S —- | R
R — aRBc | abe
cB — Bc
bB — bb.

Ein Ableitungsbeispiel:
S Fta, R Fg, aRBc Fg, aabcBe bg, aabBee Fag, aabbee.

Spéter werden wir zeigen, dass die Sprache Ly kontextsensitiv, aber nicht kontextfrei ist.
Ende des Beispiels L5, G5

Dass tatséchlich eine Hierarchie von Sprachklassen vorliegt, zeigt der néchste Satz.
Satz 3.2.5 CHOMSKY-HIERARCHIE

a) Jede linkslineare Sprache ist kontextfrei.

(
(b) Jede rechtslineare (Chomsky-3) Sprache ist kontextfrei (Chomsky-2).

)
)
(c) Jede kontextfreie (Chomsky-2) Sprache ist kontextsensitiv (Chomsky-1).
(d) Jede kontextsensitive (Chomsky-1) Sprache ist vom Erweiterungstyp.

)

(e) Jede Sprache vom Erweiterungstyp ist eine Chomsky-0-Sprache.

Beweis: (a) und (b): Sei L = L(G) mit einer links- bzw. rechtslinearen Grammatik G. Da G auch
kontextfrei ist, ist L eine kontextfreie Sprache.

(c): Sei L kontextfrei, d.h. L = L(G) mit einer kontextfreien Grammatik G. Nach (3.1) gilt auch L =
L(G’) mit einer eingeschrinkt kontextfreien Grammatik G’. Da G’ auch kontextsensitiv ist, ist L eine
kontextsensitive Sprache.

(d): Jede kontextsensitive Grammatik ist auch monoton.
(e): Jede monotone Grammatik ist iiberhaupt eine Grammatik. X 3.2.5

Spéter zeigen wir, dass jede linkslineare Sprache auch rechtslinear ist (und umgekehrt) und dass jede Spra-
che vom Erweiterungstyp auch kontextsensitiv ist. Damit reduziert sich die Chomsky-Hierarchie auf die
vier genannten Sprachklassen Chomsky-3 (links- bzw. rechtslineare Sprachen), Chomsky-2 (kontextfreie
Sprachen), Chomsky-1 (kontextsensitive Sprachen, bzw. Sprachen vom Erweiterungstyp) und Chomsky-0
(allgemein durch Grammatiken erzeugbare Sprachen). Jede Chomsky-i-Sprache ist auch Chomsky-(i—1),
fiir 0<i<3. Dass die Mengen der Chomsky-3- und Chomsky-2-Sprachen sowie die Mengen der Chomsky-
2- und Chomsky-1-Sprachen auseinanderfallen, zeigen die beiden Beispiele L1 und L5 (wofiir der strenge
Nachweis allerdings noch fehlt). Dafiir, dass die beiden Sprachklassen Chomsky-1 und Chomsky-0 ausein-
anderfallen (d.h., dass es eine Chomsky-0-Sprache gibt, die nicht Chomsky-1 ist), werden wir erst spéiter
ein Argument finden. Der Theorie der Sprachen vom Typ 3 und vom Typ 2 werden zwei eigene Kapitel
dieses Skripts gewidmet (Kapitel 4 resp. 5).
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3.3 Ubungsaufgaben

1. Sei ¥ = {a,b}. Untersuchen Sie, ob die folgenden Ersetzungssysteme Noethersch sind und ob sie
die Church-Rosser Eigenschaft besitzen. Fiithren Sie explizite Beweise oder geben Sie entsprechende
Gegenbeispiele an.

a) B = (%, {(ab,baa)})
b) Ey = (%,{(a,b), (aba,bbaab)})

Hinweis: In Teil a) spielt die Position der b’s, in Teil b) die Anzahl der a’s eine wichtige Rolle.

2. Sei ¥ = {a,b, c}. Gegeben sei die Grammatik G = ({S, X},%, P, S) mit

P={ S — aq,
S — abSX,
X —  ab,
baX — X,
bXec — a,
aXe — bX }.

a) Uberpriifen Sie, welches der Worter bab, caa und abaabab zu L(G) gehort und welches nicht
(begriinden Sie Thre Antwort!).

b) Ist die partielle Funktion f: ¥* 2. N mit

flw) = { 1 , falls w € L(G)

undef |, falls w ¢ L(G)

berechenbar? Falls ja: Erldutern Sie ein Verfahren zur Berechnung von f. Falls nein: Warum
ist f nicht berechenbar?

3. Gegeben seien das Alphabet ¥ = {a, b, ¢} und die Sprachen

L; = {w|w ist ein Palindrom iiber X} und
Ly = {a"0c" | m,neNAm>n}.

Dabei ist die Menge aller Palindrome iiber einem Alphabet ¥ folgendermaflen definiert:
(i) € ist ein Palindrom.

(ii) Fir alle a € ¥ ist a ein Palindrom.

(i) Ist @ € ¥ und w ein Palindrom, so ist auch awa ein Palindrom.

(iv)  Sonst ist nichts ein Palindrom iiber X.

a) Konstruieren Sie eine Grammatik G7 mit L(G1) = L.

)
b) Konstruieren Sie eine Grammatik G5 mit L(Gy) = Lo.
4. Zeigen Sie, dass die Sprache

{azi | i € N} = {a, aa, acaa, acaaaaaa, . . .}

vom Typ Chomsky-1 ist.
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5. Seien G; = (N1,%1, P1,S1) und Gy = (Na, X, P, S3) zwei kontextfreie Grammatiken, welche die
Sprachen L; = L(G1) und Ly = L(G2) erzeugen. Beweisen Sie, dass auch

a) L1 @] LQ,
b) Ll o] L2 und
c) L
kontextfreie Sprachen sind.

6. Welche Sprache wird von der kontextfreien Grammatik G = ({S, X,Y, Z},{a, b}, P, S) mit

P={ S — aX|Yb
X — Zb|aXb
Y — aaZ|aYb
Z — elaZdb }

erzeugt? Beweisen Sie IThre Behauptung!



Kapitel 4

Endliche Automaten und regulire
Sprachen

In diesem Kapitel untersuchen wir ein eingeschranktes, aber sehr wichtiges Maschinenmodell, dessen
Leistungsfihigkeit durch Chomsky-3-Sprachen charakterisiert werden kann: den endlichen Automaten.
Endliche Automaten konnen in der Informatik vielseitig eingesetzt werden und die von endlichen Au-
tomaten akzeptierten Sprachen besitzen viele interessante Struktureigenschaften. Endliche Automaten
konnen als Tabellen in Programmen und als Schaltungen realisiert bzw. implementiert werden.

4.1 Endliche Automaten: Definition und Beispiele

Wir kénnen uns einen endlichen Automaten vorstellen als eine Maschine, die Worter tiber einem Alphabet
Y entweder akzeptiert oder nicht akzeptiert. Zu diesem Zweck wird mit einem ,,Lesekopf“ ein Eingabewort
w € ¥, dessen Akzeptabilitdt untersucht werden soll, von links nach rechts Buchstabe fiir Buchstabe
eingelesen. Beim Lesen eines Zeichens befindet sich der Automat in einem bestimmten Zustand, der
sich nach dem Lesen auch &ndern kann. Wenn der Automat das Eingabewort w ganz lesen kann und
gelesen hat, gibt der dann vorliegende Zustand dariiber Auskunft, ob w akzeptiert wird. Insgesamt hat
der Automat nur eine endliche Menge Q von Zusténden zur Verfiigung.

Wegen dieser Interpretation wird bei endlichen Automaten eine Uberfithrungsrelation § C (Q x X)xQ
definiert. @ und ¢ bilden die endliche Kontrolle des Automaten. Ein Element (¢, a,q’) € 0 bedeutet:
Im Zustand ¢ wird gerade a gelesen und ein moglicher Folgezustand ist ¢’. Die Abbildung 4.1 zeigt zum
Beispiel einen Automaten, der gerade das erste ,, T“ des Eingabewortes AUTOMAT im aktuellen Zustand
q abarbeitet.

Definition 4.1.1 ENDLICHE AUTOMATEN

Ein nichtdeterministischer endlicher Automat iber ¥, kurz NFA (fiir nondeterministic finite automaton),
ist eine Struktur A = (Q, %, d, Qo, F') mit folgenden Komponenten:

Q ist eine endliche Menge von Zustdinden.

93
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A U T 0) M A T

Leserichtung

q€Q
endliche

Kontrolle

Abbildung 4.1: Skizze fiir die Wirkungsweise eines endlichen Automaten

3 ist das Alphabet der Maschine. Intuitiv sind die Zeichen in ¥ die ,,Eingabezeichen“ von A.
5 C (Q@xX) x Q ist die Ubergangsrelation.
Qo C Q ist eine Menge von Anfangszustinden.

F C ( ist eine Menge von Endzustinden.

Ein endlicher Automat heifit deterministisch (kurz DFA), wenn Qo = {qo} eine Einermenge ist und ¢ (als
Relation § C (@xX) x @) rechtseindeutig und linkstotal (d.h. eine Funktion von @x¥ nach Q) ist. Statt
(Q,%,0,{qo0}, F) wird dann auch einfacher (Q, X, d, qo, F') geschrieben. X 4.1.1

Die Elemente (g,a,¢') € § heifien auch manchmal Transitionen und werden als ¢ — ¢’ geschrieben,
manchmal auch als ¢ —— 4 ¢/, um anzudeuten, dass es sich um den Automaten A handelt. Manchmal
wird deswegen ¢ selbst als — bzw. als — 4 bezeichnet.

Ein NFA kann graphisch durch ein Zustandsdiagramm dargestellt werden. Das ist ein gerichteter Graph,
dessen Knotenmenge @ ist und der fiir jede Transition (g, a,q’) € & eine gerichtete, mit a beschriftete
Kante von g nach ¢’ enthilt. Anfangszustéinde ¢y werden durch eingehende Pfeile markiert, Endzustéinde
q sind durch einen zusétzlichen Kreis gekennzeichnet.

Beispiel A;:

A1 = ({90,91},{0,1},61,{qo}, {ar })

mit 01 = {(q0,0,40), (¢0,1,91),(¢1,0,¢1),(q1,1,q0)}. Dann wird A; durch das in Abbildung 4.2 gezeigte
Zustandsdiagramm dargestellt.

Ende des Beispiels A;

Zur Definition der von einem endlichen Automaten A akzeptierten Sprache L(A) betrachten wir die
Relationen %+ C @xQ (eine fiir jedes Zeichen a aus ) mit - = {(q,¢') | (¢,a,¢’) € 6} und erweitern
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q0 q1

Abbildung 4.2: Zustandsdiagramm von A;

sie folgendermaflen:

£

—_— = idQ
2 = (Bob) (weXtacey).

Demzufolge gilt fiir aq,...,a, € ¥ die Beziehung

ay An /
g—o0...0%¢q
genau dann, wenn es Zustinde qg, q1, - - -, ¢, gibt mit
aq az An /
q=4q0,49 — 41,91 — 42, .-+, dn—-1 —qn, dn = ¢ .
Die Folge qo -2 ¢1 -2 g0 -2 ... 2 g1 2% ¢, wird auch Transitionenfolge genannt.

Definition 4.1.2 AKZEPTANZ UND SPRACHAQUIVALENZ
Die von einem NFA A= (Q,%,,Qo, F') akzeptierte Sprache ist definiert als

L(A) = {w € X" | 3go € QoIqeF: qo — q}.

Mit anderen Worten, ay ...a, wird von A akzeptiert, wenn aus einem Anfangszustand durch sukzessive
a a Qn . .
Anwendung von —-, =%, ..., =% ein Endzustand erreicht werden kann.

Eine Sprache L C ¥* heifit endlich akzeptierbar, wenn es einen NFA A mit L = L(A) gibt, und determi-
nistisch endlich akzeptierbar, wenn es einen DFA A mit L = L(A) gibt.

Zwei Automaten A; und As heiflen sprachéiquivalent oder nur dquivalent, wenn gilt: L(A;) = L(As).
X 4.1.2

Beispiel A; (Fortsetzung):
Fiir den Automaten A; des letzten Beispiels gilt

L(A;) = {w € {0,1}" | w enthilt ungerade viele Symbole 1}.

Da A; deterministisch ist, ist diese Sprache deterministisch endlich akzeptierbar.
Ende des Beispiels A; (Fortsetzung)

Jede deterministisch endliche Sprache ist auch endlich akzeptierbar, da jeder DFA auch ein NFA ist. Wie
wir bald sehen werden, ist umgekehrt auch jede endlich akzeptierbare Sprache deterministisch endlich
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akzeptierbar, so dass zwischen den beiden Begriffen kein Unterschied besteht und man nur von ,,endlicher
Akzeptierbarkeit“ spricht.

Beispiel (Suffix-Erkennung):
Gegeben seien ein Alphabet ¥ und ein Wort v = a; ... a, € ¥*. Wir wollen die Sprache

L, = {wv|weX*}

aller Worter iiber 3, die den Suffix v haben, erkennen. Speziell betrachten wir ¥ = {0, 1,2} und den
Suffix v = 01. Zur Erkennung von L, = Ly; betrachten wir den NFA

AOI - ({QOa q1, q?}v Ea 67 {QO}v {QQ})7
wobei § durch das in Figur 4.3 gezeigte Zustandsdiagramm erklart ist,d.h.:

0 = {(q0707q0)7 <QO5 17q0)a (qu 27 qo)a (QO707 QI)7 (QIa 17q2)}

Ap1 ist im Anfangszustand g nichtdeterministisch: Beim Lesen eines Wortes kann sich Ag; bei jedem
Vorkommen von 0 entscheiden, entweder 0 zu , iiberlesen“ oder ab jetzt zu versuchen, den Suffix 01 zu
akzeptieren. Zu letzterem Zweck geht Ag; nach ¢; iiber und erwartet 1 als Rest. Sollte keine 1, sondern
eine 0 oder eine 2 folgen, so “stoppt* Ag1, ohne zu akzeptieren. Es gilt Lo; = L(Ag1).

Frage: wie mag wohl ein deterministischer Automat aussehen, der Lg; akzeptiert?

Auflésung: einen solchen DFA werden wir spéter angeben.

0,1,2
A 1

-Q (@

9o a1 92

Abbildung 4.3: Zustandsdiagramm von A fiir Suffixerkennung: L(Ag1) = Loy

Ende des Beispiels (Suffixerkennung)

4.2 Endlich akzeptierbare Sprachen und Chomsky-3-Sprachen

In diesem Abschnitt beweisen wir vier Sitze, ndmlich
e dass jede Chomsky-3-Sprache (siehe Definition 3.2.4) endlich akzeptierbar ist,
e dass jede endlich akzeptierbare Sprache deterministisch endlich akzeptierbar ist,
e dass jede deterministisch endlich akzeptierbare Sprache Chomsky-3 ist,
e und dass eine Sprache genau dann rechtslinear (d.h. Chomsky-3) ist, wenn sie linkslinear ist.

Damit hat man die vier genannten, fiir Sprachen definierten Begriffe (reachtslinear, d.h. Chomsky-3,
linkslinear, endlich akzeptierbar, deterministisch endlich akzeptierbar) als dquivalent nachgewiesen. Fiir
den ersten dieser Sdtze benutzen wir ein Lemma, das die Erzeugbarkeit von Chomsky-3-Sprachen durch
einen besonders einfachen Typ rechtslinearer Grammatiken charakterisiert.
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Lemma 4.2.1 EINE CHARAKTERISIERUNG VON RECHTSLINEAREN SPRACHEN

Sei L C X* eine rechtslineare Sprache. Dann gibt es eine Grammatik G = (N, %, P, S) mit L = L(G), so
dass alle Produktionen in P entweder die Form X — aY (mit X, Y € N,a € X) oder die Form X — a
(mit X € N,a € ) oder die Form S — € haben.

Beweis: Durch geeignete Umformung und eventuelle Einfithrung neuer Variablen.

Eine Produktion A — a;...a,B (n > 2) kann durch Einfithren von n — 1 neuen Variablen auf die
geforderte Form gebracht werden. Z.B. kann die Produktion A — abB durch Einfiihren einer Variablen
A’ in die beiden Produktionen A — aA’ und A" — bB iiberfithrt werden.

Eine Produktion der Form A — B (die Kettenproduktion genannt wird) kann redundant gemacht — und
dann gel6scht — werden, indem {iberall dort, wo B auf der linken Seite einer Produktion vorkommt, eine
Regel hinzugefiigt wird, indem B durch A ersetzt wird.

Eine e-Produktion X — ¢ (X # S) kann redundant gemacht — und dann gelscht — werden, indem auf
allen rechten Seiten X durch e ersetzt und die entstehende Produktion hinzugefiigt wird. X 4.2.1

Beispiel:
Wir betrachten die Menge

{S§—=abS, S—aY,Y = Z, Z — ¢}
von Produktionen. Nach dem ersten Schritt ergibt sich

{S—=aR, R—bS, S—aY,Y = Z Z — ¢},
nach dem zweiten Schritt

{S—aR, R—bS, S—aY,Y —¢, Z—¢}
und nach dem dritten Schritt

{S —aR, R—bS, S—aY, S — a}.

Die entstandene unnétige Produktion S — aY kann, wenn gewiinscht, noch geloscht werden (das gehort
aber nicht zur Konstruktion im Beweis).
Ende des Beispiels

Satz 4.2.2 CHOMSKY-3-SPRACHEN SIND ENDLICH AKZEPTIERBAR
Sei L C ¥* eine Chomsky-3-Sprache. Dann ist L endlich akzeptierbar.

Beweis: Sei G = (N, %, P, S) eine rechtslineare Grammatik, die L erzeugt, d.h. L = L(G). Wegen Lemma
4.2.1 diirfen wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, dass die Produktionen von P von der
Form A — aB oder von der Form A — a mit A, B € N und a € ¥, oder von der Form S — ¢ sind. Wir
definieren aus G einen NFA A(G) = (Q, %, 5, Qo, F) iiber dem gleichen Alphabet ¥ folgendermaflen:

Q = NU{X} (wobeiX ¢&N)
6 = {(A,a,B)|(A—aB)e P}U{(4,0,X)]|(A—a)€ P}
Q = {5}

F

{5,X} falls(S—¢e)eP
{ {X} falls (S —¢) ¢ P.
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Wegen der Definition von F gilt € € L(G) genau dann, wenn € € L(A(G)). Auerdem gilt fiir m>1:

a1asz...am € L(G) <« ( Form von G und Definition von L(G) )

es gibt eine Folge von Variablen Aq,..., A,,_1 mit

S I—G a1A1 l_G PN }_G aj .. .am_lAm_l I—G a1a2 ... Am—10m
< ( Definition von @ und ¢ )

es gibt eine Folge von Zustdnden Aq,..., A,,_1 mit

(S,a1,A1) €9, (A1,a2,A2) €0,...,(Am—1,am,X) €0
< ( Definition von F)
aias . ..am € L(A(G)). X 4.9.9
Beispiel:
Als Anwendungsbeispiele fiir diese Konstruktion betrachten wir zwei rechtslineare Grammatiken G; und
G iiber ¥ = {a,b}:

S —e S —a
Gy S — aR Gy : S — aR
R —bS R — bS.

Es gilt L(G1) = {(ab)™ | n € N} und L(G2) = {(ab)™a | n € N}. Die Abbildung 4.4 zeigt die beiden
Automaten A(G1) und A(G2).
Ende des Beispiels

A(Gy) A(G2)

F
?
r

Abbildung 4.4: Automaten fiir G; (links) und Go (rechts)

Satz 4.2.3 RABIN UND ScoTT, 1959
Sei L C X* eine endlich akzeptierbare Sprache. Dann ist L deterministisch endlich akzeptierbar.

Beweis: Gegeben sei ein NFA A = (Q,%,9,Qo, F) mit L = L(A). Wir konstruieren einen DFA B =
(@B,X%,08, 98, Fi), fiir den L(A) = L(B) gilt. Diese Konstruktion ist auch als Potenzmengen-Konstruktion
bekannt geworden.

QB = 29

(S,a,58)€dp & S ={d€Q]|3qeS: (g,a,q") €6} fiir 5,8 CQ
qoB = Qo

Fg = {SCQISNF#0}.

B hat also fiir jede Teilmenge S der Zustandsmenge @ von A einen eigenen Zustand. Dabei kann S’ aus
S durch einen a-Ubergang genau dann erreicht werden, wenn S’ die Menge der Folgezustéinde ist, die
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von S aus durch a-Uberginge erreicht werden konnen. Gibt es keine solchen, dann ist S’ = . Also ist 65
immer linkstotal, selbst wenn das fiir § nicht gilt. Offenbar ist 5 auch rechtseindeutig, denn zu S und a
ist S" mit (S, a,S’) € §p eindeutig definiert. AuBlerdem hat B genau einen Anfangszustand qop. Also ist
B in der Tat ein DFA. Ferner gilt fiir alle ¢,¢' € @, 5,5’ C Q und a € X:

(i) Wenn (q,a,¢’) € § und g € S, dann existiert ein S’ C @ mit (5, a,S’) € 6p und ¢’ € 5’.
(Denn das oben zu S und a definierte S’ erfiillt diese Eigenschaft.)

(ii) Wenn (5,a,S’) € ép und ¢’ € S/, dann existiert ein ¢ € Q mit (¢,a,q¢’) € d und g € S.
(Denn so ist S” definiert.)

Damit ldsst sich L(A) = L(B) zeigen. Sei w = ay ...a, € ¥*. Dann gilt:

w € L(A) < ( Definition von L(A) )
390, qn € Q: (g0, a1,q1)ES, - - ., (@n—1,An, ¢n) €S mit go € Qo und g, € F
< (,=“ wegen (i) und ,,<*“ wegen (ii) und wegen ¢, € S,, )
351, ceey Sn - QZ (Qo,al, 31)653 . (Snfl, G, Sn)€53 mit gn € (Sn N F)
< ( Definition von L(B); fiir ,<=* definiere ¢, als beliebiges Element von S, N F )
w € L(B).

L(A) = L(B) = L ist also deterministisch endlich akzeptierbar. X 4.2.3

Beispiel Aj; (Fortsetzung):

Wir betrachten nochmals die Suffix-Erkennung von v = 01 in Wértern iiber dem Alphabet ¥ = {0, 1, 2}.
Die Sprache Lg; = {w01 | w € ¥*} wird vom NFA Ag;, dessen Zustandsdiagramm in Abbildung 4.3
angegeben ist, erkannt. Wir wenden jetzt auf Ap; die Potenzmengen-Konstruktion aus dem Satz von
Rabin und Scott an. Das Ergebnis ist der DFA By, der in Abbildung 4.5 gezeigt ist.

Die umkasteten Teile (d.h., die Zusténde 0, {q1 }, {g2}, {¢1, 92} und {qo, q1, g2}) sind vom Anfangszustand
{go} von By nicht erreichbar; sie sind ,,iiberfliissig“. By; kann deshalb zu dem in Abbildung 4.6 gezeigten
sprachiquivalenten DFA BJi"" vereinfacht werden. Bi™ lisst sich beziiglich seiner Zustandszahl nicht
weiter minimieren.

Ende des Beispiels Aj; (Fortsetzung)

Die im Beweis des Satzes von Rabin und Scott angegebene Konstruktion ist von exponentiellem Aufwand,
weil der Automat B exponentiell viele Zustdnde hat, gemessen an der Zustandszahl von A. Es kann gefragt
werden, ob es eventuell nach Minimierung noch wesentlich , kleinere®* deterministische Automaten gibt,
die die gleiche Sprache wie A akzeptieren. Die Antwort lautet jedoch ,,im Allgemeinen nein“, denn es
gibt Beispiele, wo der im Beweis entstandene DFA nicht weiter vereinfacht werden kann; d.h., wenn
der gegebene NFA ungefihr n Zusténde besitzt, so beno6tigt ein dquivalenter DFA im schlechtesten Fall
tatséchlich exponentiell viele, also nicht wesentlich weniger als 2" Zusténde.

Beispiel L, onget(n):

Eine deterministisch sehr aufwiindig zu akzeptierende Sprache ist L, ondet(n) iiber dem Alphabet ¥ =
{0,1}, die fiir ein beliebiges, aber festes n € N folgendermafien definiert ist: die Worter von Ly ondet ()
sind diejenigen 0, 1-Folgen, die an der nten Stelle von rechts eine 1 stehen haben (und sonst beliebig
sind).

Fiir Lyondet(n) kann ein akzeptierender NFA mit n+1 Zusténden gefunden werden. Jedoch hat kein DFA|
der L, ondet(n) akzeptiert, weniger als 2" Zusténde. Der Grund dafiir liegt darin, dass ein Automat nicht
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0,1,2

1,2 0,2 0,1,2 0,2

1—

“io
{quqlv
92}

Abblldung 45 Eln DFA BOl Hllt L(B()l) = L(A()l) = L01

wissen kann, ob eine Eins, die gerade gelesen wird, die ,richtige* Eins ist (genau n Stellen vom Wortende
weg). Ein NFA kann einfach ,raten®, ob es sich um die richtige Eins handelt. Ein DFA muss sich aber
an die letzten n Zeichen, die er gelesen hat, erinnern, um zu entscheiden, ob es sich um die richtige Eins
gehandelt hat. Das geht nur mit mindestens 2™ Zusténden.

Ende des Beispiels L, ondet(n)

Satz 4.2.4 ENDLICH AKZEPTIERBARE SPRACHEN SIND CHOMSKY-3
Sei L C ¥* eine endlich akzeptierbare Sprache. Dann ist L Chomsky-3.

Beweis: Gegeben sei ein NFA A = (Q,X%,6,qo, F) mit L = L(A). Wir konstruieren eine Grammatik
G = (N, %, P, S) folgendermafien:

N = Q
P = {¢—aqd|(qa,q)ed} U{qg—c|qeF}
S = qo-
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1,2

{ao} {q0. @1} {q0, 42}

1

Abbildung 4.6: Minimierte Version B{i"™ von By

G ist rechtslinear und es gilt L(G) = L(A) = L, und damit ist L eine Chomsky-3-Sprache. X 4.2.4
Beispiel:

Zur Erlduterung dieser Konstruktion mag der in Abbildung 4.4 (rechts) angegebene Automat A(G2)
dienen. Wendet man auf diesen Automaten die im Beweis angegebene Konstruktion an, erhélt man die
Grammatik G mit den Produktionen

P,={S —aR,R—bS,S — aX,X — ¢},

also nicht wieder genau die Grammatik G2. Durch weitere Umformungen (wie z.B. in Lemma 3.2.3) kann
man erreichen, dass als einzige e-Produktion S — & vorkommt.
Ende des Beispiels

Als Hauptresultat aus den bis jetzt bewiesenen Sitzen hat man folgende Aquivalenzen: Fiir eine Sprache
L C ¥* sind alle diese Eigenschaften gleichbedeutend:

o [ ist rechtslinear (Chomsky-3);
e [ ist endlich akzeptierbar;

e [ ist deterministisch endlich akzeptierbar.

Um zu beweisen, dass die rechtslineare genau die linkslinearen Sprachen linkslinear sind, kann man mit
Vorteil die Tatsache verwenden, dass die endlich akzeptierbaren Sprachen unter Spiegelung abgeschlossen
sind:

Satz 4.2.5 ENDLICH AKZEPTIERBARE SPRACHEN SIND UNTER SPIEGELUNG ABGESCHLOSSEN
Sei L endlich akzeptierbar. Dann ist auch LT endlich akzeptierbar.

Beweis: Da L endlich akzeptierbar ist, gibt es einen NFA A, der L akzeptiert. Aus A konstruiere man
einen Automaten A’ durch Vertauschen der Anfangs- mit den Endzustéinden. Offenbar akzeptiert A’ die
Sprache L. X 4.2.5

Satz 4.2.6 RECHTSLINEAR < LINKSLINEAR

Eine Sprache L C X% ist rechtslinear genau dann, wenn sie linkslinear ist.
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Beweis: , L rechtslinear = L linkslinear®:

Sei L rechtslinear. Dann gibt es eine rechtslineare Grammatik G mit L = L(G) und der in Lemma 4.2.1
angegebenen speziellen Form, d.h.: alle Produktionen haben entweder die Form X — aY oder die Form
X — a oder die Form S — .

Man konstruiere daraus eine linkslineare Grammatik G’ durch Ersetzen aller Produktionen X — aY
durch X — Ya. Offenbar erzeugt G’ die Sprache L.

Nach Satz 4.2.5 ist L® endlich akzeptierbar; also gibt es eine rechtslineare Grammatik G”, die L erzeugt.
Wie eben gewinnt man daraus eine linkslineare Grammatik G, die (L)% = L erzeugt.

,» L linkslinear = L rechtslinear®:

Sei L linkslinear. Dann gibt es eine linkslineare Grammatik G mit L = L(G), so dass alle Produktionen
entweder die Form X — Ya oder die Form X — a oder die Form S — ¢ haben. (Man benétigt dazu eine
Version von Lemma 4.2.1 fiir linkslineare Sprachen.)

Man konstruiere daraus eine rechtslineare Grammatik G’ durch Ersetzen aller Produktionen X — Ya
durch X — aY. Offenbar erzeugt G’ die Sprache L%, also ist L? auch endlich akzeptierbar.

Nach Satz 4.2.5 ist (L)% endlich akzeptierbar; also gibt es eine rechtslineare Grammatik G”, die L =
(L™)E erzeugt. X 4.2.6

Damit sind die vier Spracheigenschaften ,rechtslinear” (d.h. ,Chomsky-3“), ,linkslinear“, ,endlich ak-
zeptierbar® und ,,deterministisch endlich akzeptierbar® als dquivalent nachgewiesen.

4.3 Abschlusseigenschaften

Wir untersuchen jetzt, unter welchen Operationen die Klasse der endlich akzeptierbaren Sprachen abge-
schlossen ist. Dazu betrachten wir die Sprachoperationen Vereinigung, Komplement, Durchschnitt, Dif-
ferenz, Konkatenation und Sternabschluss bzw. Iteration (vergleiche Abschnitt 2.3 sowohl zur Definition
dieser Operationen als auch zum Begriff der Abgeschlossenheit einer Sprachklasse).

Satz 4.3.1 ABGESCHLOSSENHEIT ENDLICH AKZEPTIERBARER SPRACHEN

Die Klasse der endlich akzeptierbaren Sprachen ist abgeschlossen unter den Operationen Vereinigung,
Komplement, Durchschnitt, Differenz, Konkatenation und Sternabschluss.

Beweis:

Seien Ly C 33 und Lo C 33 endlich akzeptierbar. Dann gibt es einen DFA A; = (Q1,%1, 01, qo1, F1)
mit L1 = L(A;) und einen DFA Ay = (Q2, X2, 02, qo2, F2) mit Ly = L(As). Ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit kann Q;NQ2 = () angenommen werden. Wir zeigen, dass die Sprachen L UL, L1 = X7\ L1,
LyN Ly, L1\Lg, L1 - Ly und L7 allesamt endlich akzeptierbar sind.

Vereinigung: Der neue Automat soll akzeptieren, wenn entweder A, oder Ay akzeptiert. Daher liegt es
nahe, einen nichtdeterministischen Automaten A mit zwei Anfangszusténden gg; und ggo zu konstruieren:
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Ay = (Qu, Xu, U, qou, Fu) mit

Qu = Q1UQ2
Yy = XU,
by = 01U
qou = {qo1,q02}
F, = FUF;.

Die beiden Automaten werden, bildlich gesprochen, ,nebeneinander gelegt®. Es ist klar, dass L(Ay) =
Komplement: Der neue Automat soll genau dann akzeptieren, wenn der urspriingliche (d.h. A;) nicht
akzeptiert. Wir konstruieren deshalb einen DFA A pmpi = (Q1, 21, 01, o1, Feompr) mit

Fcompl = QI\FI-
Acompt st deterministisch, weil A; deterministisch ist. Es gilt fiir alle w € X7:

w € L(Acompt) < ( Definition von L(Acompr) und von Fepmpi)
g€ Q1\Fi: qo1 ——>1 ¢
& ( Acompr ist deterministisch: % linkstotal fiir ,,<=“, - rechtseindeutig fiir ,=“ )
=3 € Fi: qo1 —>1 ¢
< ( Definition von L(A4;) )
w ¢ L(A;)
& (L(A) =1L, L =%{\L1 )

w € Ly.

Also gilt L(Acompi) = L.

Die Korrektheit dieser Konstruktion héngt wesentlich davon ab, dass A; deterministisch ist. Hat man
zuerst einen nichtdeterministischen Automaten A und mochte einen Automaten konstruieren, der die
Komplementmenge von L(A) erkennt, sind dazu im Allgemeinen zwei Schritte notig: erst muss A gemifl
Satz 4.2.3 in einen deterministischen Automaten umgewandelt werden und dann erst kann die obige Kon-
struktion angewandt werden. Der erste dieser beiden Schritte ist im Allgemeinen sehr (d.h.: exponentiell)
zeitaufwandig.

Durchschnitt: Es gilt Ly N Ly, = L1 U Ly. Die endliche Akzeptierbarkeit von L N Lo folgt also aus
den beiden bereits bewiesenen Behauptungen. Auch diese Konstruktion kann wegen der (sogar dreifa-
chen, davon im schlimmsten Fall zweimal exponentiellen) Benutzung der Komplementkonstruktion sehr
aufwéindig sein. Wir geben weiter unten eine direkte und effizientere Konstruktion an. Da L; N Lo eine
Sprache iiber ¥; N 35 ist, diirfen aus dem sich ergebenden Automaten alle Pfeile -2, mit a ¢ XN,
entfernt werden; der dann resultierende Automat hat das Alphabet ¥; N 3.

Differenz: Es gilt L;\Ly = Ly N Ly = L; U Ly. Die endliche Akzeptierbarkeit von L\ Ly folgt also aus
den bereits bewiesenen Behauptungen. Hier geht die Komplementkonstruktion wesentlich ein.
Konkatenation Lq - Ls:

Die Grundidee ist hier, die beiden Automaten ,in Serie zu schalten®“. Dazu héingen wir an die End-
zustdnden des ersten Automaten Ausgangspfeile an, die sich genau so verhalten, wie die Pfeile, die vom
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Anfangszustand des zweiten Automaten ausgehen: Agonk = (Qronk, Zkonks Okonk s Qokonk, Fronk) mit

Qkonk = Ql U QZ

Yok = Y1UXa
Okonk = 01 U {(q,a,¢) | g€ F1 AN(qo2,0,q") € 02} U 0o
Qokont = {qo1}
Fot { F, falls € ¢ L(A2)
FLUF, fallse € L(As)

Apgonk ist im Normalfall nichtdeterministisch, da (auler im Fall F; = () Pfeile zu einem deterministischen
Automaten hinzugefiigt werden, und es gilt L(Agonk) = L(A1)-L(A2).

Sternabschluss:

Der neue Automat soll Worter akzeptieren, die Konkatenationen von Wortern sind, die von A; akzeptiert
werden. Es kann die gleiche Idee wie bei der Konkatenation verwendet werden, aufler dass dieses Mal A
mit sich selbst in Serie geschaltet wird. Wenn A; nicht schon selbst das leere Wort akzeptiert, muss noch
dafiir Sorge getragen werden, dass das leere Wort akzeptiert wird (denn e € L(A1)*, egal ob € € L(A)
oder nicht). Dazu addieren wir einen neuen Anfangszustand ¢.. ¢ @1, der auch Endzustand ist und
dessen einzige Funktion es ist, das leere Wort zu akzeptieren: A, = (Q«, X, dx, Qox, Fi) mit

Q* = Ql U {QE*}

Y, = Y,
5* = 61U{(q7aaq/) |qEF1/\(QO1aaaq/)€5l}
Qox = {qo1,q=+}
F* = F1 U {qé—*}
Es gilt L(A,) = L3. X 4.3.1

Bemerkung: Fiir die Vereinigung und den Durchschnitt sind die oben angegebenen Konstruktionen nicht
optimal, da — sofern ein resultierender deterministischer Automat gewiinscht wird — in beiden Féllen die
aufwiindige Konstruktion aus Satz 4.2.3 benutzt werden muss. Wenn die beiden Ursprungsautomaten auf
dem gleichen Alphabet definiert sind, gibt es eine einfache alternative und in vielen Fillen ,,schnellere®
direkte Konstruktion von akzeptierenden DFAs.

Seien dazu A; und As wie im obigen Beweis, mit Alphabeten 3; = Y5 = 3. Dann betrachten wir auf
dem Kartesischen Produkt @) = @1 x Q)2 der beiden Zustandsmengen die folgende Transitionsrelation
—C(Q x X) x Q: fiir alle q1,¢; € Q1 und g2, ¢5 € Q2 und a € ¥ gelte

(q1,92) SN (q¢7,q5) genau dann, wenn ¢ LN ¢ und g LA 0.

Die Relation ——, modelliert das synchrone parallele Fortschreiten der beiden Einzelautomaten A; und
As beim Einlesen des Symbols a. Nun betrachte man die beiden DFAs

By, = (@Q,%,—x,(q1,q02),Fu) mit F, = {(q1,92) €Q|q € Fi oder q; € F>}
und Bn = (Q,%,—x,(qo1,902), Fn) mit Fn {(q1,92) € Q| ¢1 € Fy und ¢ € F>}.



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 65

Dann gilt L(By) = Ly U Ly und L(Bn) = L1 N Ly. Wir beweisen die zweite dieser Behauptungen: Fiir
beliebiges w € ¥* gilt:
w € L(Bn) < ( Definition von L(Bn) )
Haq1,q2) € Fn: (o1, qo2) —x (41, 42)
& ( Definitionen von F, und von —— )
g1 € Fi,q2 € Fo: go1 —>1 q1 und qoz —2 2
< ( Definitionen von L(A;) und von L(Az) )
w € L(A;) und w € L(As)
< (L(A))=L;und L(A3) =Ls )
w € Ly N Lo.
Mit etwas Mehraufwand kann diese Konstruktion auf den Fall 3, # X5 verallgemeinert werden. Fiir
Bn wird dazu ¥ = ¥ N Xy festgelegt; die obige Konstruktion kann direkt verwendet werden. Fiir By
kénnen fiir Buchstaben a € ¥1\X5 geeignete Senken in As, fiir Buchstaben a € ¥o\¥; geeignete Senken

in A; angelegt werden. (Senken sind Zusténde, die nie wieder verlassen werden koénnen.) Danach kann
3 = X1 U 3, festgelegt und die obige Konstruktion verwendet werden.

4.4 Regulidre Ausdriicke

Reguldre Ausdriicke sind Formeln, mit denen Sprachen auf endliche (oft sehr kompakte) Art beschrieben
werden konnen. Formal ist ein regulidrer Ausdruck ein syntaktisches Objekt, dem eine Sprache eindeutig
zugeordnet wird. Demzufolge fithren wir regulédre Ausdriicke in zwei Schritten ein: zuerst ihre Syntaz, dann
ihre Semantik. Die Zuordnung einer Sprache L(p) (semantisches Objekt) zu einem reguléren Ausdruck p
(syntaktisches Objekt) geschieht durch syntaktische Induktion.

Es wird sich herausstellen, dass die so charakterisierten Sprachen wieder genau die Chomsky-3—-Sprachen
sind.

Definition 4.4.1 SYNTAX REGULARER AUSDRUCKE UBER X
Sei ¥ ein Alphabet. Induktiv definieren wir:

e Beginn: () und € sind regulire Ausdriicke iiber X.
Fiir jedes a € ¥ ist a ein reguldrer Ausdruck iiber .

e Schritt: Wenn p, p1, p2 regulére Ausdriicke iiber X sind, so auch (p1 U p2), (p1 - p2) und p*.
e Abschluss: Sonst ist nichts ein reguldrer Ausdruck iiber X. X 4.4.1

Definition 4.4.2 SEMANTIK REGULARER AUSDRUCKE
Sei p ein reguldrer Ausdruck iiber ¥. Wir ordnen p eine Sprache L(p) zu:

L(0) =0

L(e) = {e}

L(a) = {a} (firalleac€)

L(p1Up2) = L(p1) U L(p2)

L(p1-p2) = L(p1) - L(p2)

L(p*) = (L(p)" X 4.4.2



66 Vorlesungsskript von E. Best / Stand: 11. Februar 2006

In diesen definierenden Gleichungen sind links die syntaktischen Mdoglichkeiten fiir p aufgefiihrt, rechts
aber Operationen auf Sprachen (siehe Abschnitt 2.3). Die syntaktischen Zeichen wurden gerade so
gewihlt, dass sie den semantischen Operationen entsprechen. Manchmal findet man statt p; U po auch
die syntaktischen Formen p; | p2 (so im Unix-Kommando grep) oder p; + pa oder gar (p1, p2) (wie bei
Ebay), und statt p; - po die syntaktische Form p;ps (ebenfalls im Kommando grep).

Definition 4.4.3 REGULARE SPRACHEN

Eine Sprache L C ¥* heiit regulir, falls es einen reguliren Ausdruck p iiber ¥ gibt mit L = L(p).
X 4.4.3

Zur Klammereinsparung bei reguldren Ausdriicken vereinbaren wir:
* bindet starker als - und - bindet starker als U.

Auflerdem lassen wir duflere Klammern weg und nutzen die Assoziativitdt von - und U aus.

Beispiel:

1. Sei ¥ = {0,1,2}. Dann wird die Sprache Lo; = {w01 | w € {0,1,2}*} der Worter mit Suffix 01
durch den reguldren Ausdruck

Po1 = (OU1U2)*01
beschrieben: L(po1) = Lo1.

2. Jede endliche Sprache ist regulir, denn fiir L = {wy,...,w;,} ist p = (wy; U...Uw,,) ein regulirer
Ausdruck mit L(p) = L (wobei fiir m=0, per definitionem, (w1 U ...Uw,,) = 0 gesetzt wird).

Ende des Beispiels

Wir zeigen allgemein:

Satz 4.4.4 KLEENE

Eine Sprache ist genau dann reguldr, wenn sie endlich akzeptierbar ist.

Beweis: Wir betrachten eine Sprache L C ¥*.

»= Es gelte L = L(p) fiir einen regulidren Ausdruck p iiber ¥. Wir zeigen durch Induktion iiber die
Struktur von p: L(p) ist endlich akzeptierbar.

Induktionsanfang: Die Sprachen L((), L(¢) und L(a) fiir a € ¥ sind endlich akzeptierbar: L(f)) durch
einen Automaten ohne Endzustand; L(e) durch einen Automaten mit nur einem Zustand, der gleichzeitig
Anfangs- und Endzustand ist (und ohne Zustandsiibergéinge); und L(a) durch einen Automaten mit zwei
Zusténden und einem einzigen Pfeil.

Induktionsschritt: Seien L(p), L(p1) und L(p2) bereits endlich akzeptierbar. Dann sind auch die Sprachen
L(p1Up2), L(p1-p2) und L(p*) endlich akzeptierbar, weil die Klasse der endlich akzeptierbaren Sprachen
gegeniiber Vereinigung, Konkatenation und Sternabschluss abgeschlossen ist (Satz 4.3.1).

,<=“ Es gelte L = L(A) fiir einen NFA A mit n Zustinden. O.B.d.A. gelte A = (%,Q, 9, qo, F') mit
Q=A{1,...,n},qo=1und F = {j1,...,jm} Wir ,bauen® einen reguliiren Ausdruck p mit L(A) = L(p),
indem wir die (willkiirliche aber feste) Nummerierung der Zustandsmenge ausnutzen.
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Fiiri,5 € {1,...,n} und k € {0,1,...,n} definieren wir folgende Sprachen Lﬁj:

L¥, = {wes | i—j
AYueS*VieQ: (BuievAwAw=w)Ai —=1)=1<k
.

Die Sprache Lk i; besteht also aus allen Wértern w, die beim Einlesen den Automaten A vom Zustand i
in den Zustand j iiberfiithren, so dass zwischendurch nur Zusténde auftreten, deren Nummer hochstens k
ist. Speziell mit ¢ =1 und k£ = n kann L(A) so ausgedriickt werden:

L =L(A) =LY, U...UL}, .

Wir zeigen nun, dass die Sprachen L ; dquivalent auch durch Induktion iiber k definiert werden kénnen.
Es gilt namlich:
k = 0: Fiir Worter aus L?yj darf iiberhaupt kein Zwischenzustand benutzt werden. Also gilt:

0 _ {acX|i-% g} falls i # j
W {edu{eex|i %5} fallsi =4

k ~ k41 < n: Dann gilt fiir alle ¢,5 € {1,...,n}:

k k k k
Lith = L U (Liggr - (L) Lisay )

denn um vom Zustand ¢ aus den Zustand j zu erreichen, wird entweder der Zwischenzustand k 4 1 nicht
bendétigt, dann reicht L . zur Beschreibung aus; oder der Zustand k 4+ 1 wird ein- oder mehrfach als

Zwischenzustand durchlaufen dann wird (LF ., - (Lgyq gp1)” - Liiy ;) 2ur Beschreibung verwendet.

Man zeigt leicht mit Induktion nach k, dass die Sprachen Ll alle regular sind.

J
k = 0: Die Sprachen Li,j sind endlich und damit regulér.

k ~» k+1 < n: Seien fiir alle 4,5 € {1,...,n} die Sprachen L¥ ; regulér, und sei ok '; ein regulérer Ausdruck
mit L(piﬁ j) = Lk Dann ist — nach der Syntax regulérer Ausdrucke — die Formel

k+1 k k k kK
PJ = pij U (Piks1 Prg1ges1)”  Phsr,j)
ein reguldrer Ausdruck fir ij-l und nach obiger Formel fiir ijl gilt L(pfjl) Lf_;.rl.

Nach der Syntax regulirer Ausdriicke ist auch

p prj Y- Upt;

ein reguléirer Ausdruck und aus L = L(A) = LY ;

U...ULy; folgt L(p) = L = L(A). X 4.4.4
Beispiel:
Zur Konstruktion im zweiten Teil dieses Beweises betrachten wir den Automaten

AKleene-bSP = <{1> 2}5 {aa b}a {(1’ a, 2)7 (2’ b, 1)}7 1, {2})’

der in Abbildung 4.7 gezeigt ist.
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AKleene_bsp : b
1 a 2

Abbildung 4.7: Ein Beispielautomat zur Konstruktion der Lﬁj im Beweis von Satz 4.4.4.

Dann berechnen wir zunéchst:

L(1),1 = {¢} L(1),2 = {a} L8,2 = {e} Lg,l = {b}
L%,1 = {e} L%,z = {a} L%,z = {¢,ba} L%,l = {b}
L3, ={e,ab,abab,...} L3, ={a,aba,ababa,...} L3, ={e,ba,baba,...} L3, ={b,bab,...}.

Da wegen F' = {2} in Axjeene_psp die Gleichung L(Akieene bsp) = L(p%g) gilt, betrachten wir:

P%,z = Pi,z U (P%,z(/’%g)*P%z) = a Ua(eUba)" (e Uba).

Also ist a U a(eUba)* (eUba) ein reguldrer Ausdruck, der die von A gieene_psp akzeptierte Sprache beschreibt.
Diesen kann man allerdings wegen:

L(a U a(e Uba)*(eUba)) = L(a U a(ba)") = L(a(ba)),
was leicht zu sehen ist, noch vereinfachen. Insgesamt gilt:
L(AKleene_bsp) = L(a(ba)*) = {a’(ba’)n | ne N}

Ende des Beispiels

Das Hauptresultat dieses Abschnitts fiigt zu den Aquivalenzen, die am Ende des Abschnitts 4.2 zusam-
mengefasst wurden, eine weitere hinzu. Wegen guter Einprigsamkeit verwenden wir ab jetzt den Terminus
,reguldre Sprache® statt ,endlich akzeptierbare“ bzw. ,rechtslineare* bzw. ,linkslineare“ Sprache.

4.5 Struktureigenschaften regulirer Sprachen

Bis hierher haben wir auf verschiedene Weisen die reguléren Sprachen charakterisiert. Jetzt wenden wir
uns der Frage zu, welche Sprachen nicht regulér sind. Beispielsweise ist — wie wir bald zeigen werden —
die kontextfreie Sprache

Ly = {a"b" | n e N},

in der in jedem Wort genau gleich viele as und bs vorkommen, nicht regulér.

Die Aussage, dass Ly nicht regulér ist, bedeutet ja eine Aussage iiber alle moglichen Erzeugendensysteme
fiir Ly. Z.B. ist damit ausgesagt, dass es keinen endlichen Automaten gibt, der diese Sprache erzeugt.
Um dies streng zu beweisen, ist es notwendig, die reguldren Sprachen strukturell zu analysieren.
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Wir nutzen zunichst die Endlichkeit der Zustandsmengen von endlichen Automaten aus, um wichti-
ge strukturelle Eigenschaften reguldrer Sprachen abzuleiten. Im Abschnitt 4.5.1 wird das sogenannte
Pumping-Lemma (oder Schleifenlemma) betrachtet. Dieses Lemma liefert eine notwendige Bedingung
dafiir, dass eine Sprache regulér ist. In Abschnitt 4.5.2 wird eine — nur auf Sprachen definierte — exakte
Bedingung dafiir angegeben, dass eine Sprache regulér ist. Beide Bedingungen, die notwendige und die
exakte, liefern auch Beweise fiir die Nicht-Regularitéit der Sprache L;. Schliellich betrachten wir in Ab-
schnitt 4.5.3 eine wichtige Konsequenz aus der exakten Strukturbedingung, ndmlich die Tatsache, dass
man DFAs minimieren kann und dass die Minimalform eines DFA eindeutig ist.

Fiir den ganzen Abschnitt sei X ein beliebiges, festes Alphabet.

4.5.1 Das Pumping-Lemma fiir regulire Sprachen

Das folgende Lemma behauptet die Existenz einer natiirlichen Zahl p mit den angegebenen Eigenschaften
fiir jede reguldre Sprache L. Dabei hdngt p von L ab. Die genaue Art der Erzeugung von L geht nicht in
die Formulierung des Lemmas ein.

Lemma 4.5.1 PUMPING-LEMMA (SCHLEIFENLEMMA) FUR REGULARE SPRACHEN

Zu jeder reguliren Sprache L C X* existiert eine Zahl p € N, so dass es fiir alle Worter x € L mit |z| > p
eine Zerlegung r = uvw mit den folgenden drei Eigenschaften gibt:

1) 1<l
(2) |uw|<p
(3) VieN:w'we L.

D.h.: sofern z ,lang genug“ ist (Jz| > p), kann das nicht leere (1) Teilwort v, das in einem Prifix der
Linge < p von x liegt (2), beliebig oft ,,aufgepumpt“ werden ((3): Vi...v%...), ohne dass die reguliire
Sprache L verlassen wird (3).

Beweis: Sei L C Y¥* reguldr. Dann gibt es einen DFA A = (Q, X, 0,qo, F) mit L = L(A). Wir wihlen
p = |Q| und betrachten ein Wort z € L mit |z| > p. Dann muss A beim Akzeptieren von x mindestens
einen Zustand zweimal durchlaufen, denn ein Pfad mit > p Kanten kann nicht durch einen Graphen mit p
Knoten laufen, ohne mindestens einen Knoten doppelt zu beriihren. Genauer: sei x = a; .. .a, mit r > p.
Dann wird = durch eine Folge

w=¢""=q¢,¢">¢, ..., g eF
akzeptiert, wobei es Indices j<r und k<r mit j<k und ¢/=¢"* gibt. Wir wiihlen j und k derart, dass die
Zustinde ¢° bis ¢"~! alle verschieden sind (dazu wihlen wir das erste Vorkommen eines wiederholten

Zustands).
Wir setzen nun v = a1...a;5, v =aj41...a; und W = ag41 ... Q.

Dann gilt v # & wegen j<k und |uv| < p weil die ¢° bis ¢*~! alle verschieden sind; d.h., es gelten
die Eigenschaften (1) und (2) des Lemmas. AuBierdem kann der Automat A die ¢’=g¢*-Schleife beim
Akzeptieren beliebig oft (inklusive keinmal) durchlaufen. Also gilt fiir alle ¢ € N (inklusive ¢ = 0):
wv'w € L; d.h., es gilt die Eigenschaft (3) des Lemmas. X 4.5.1

Dieses Lemma kann man typischerweise fiir den Nachweis benutzen, dass eine bestimmte Sprache nicht
regulér ist. Ein Beispiel ist die Sprache L:
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Behauptung: Die Sprache L; = {a"b" | n € N} ist nicht regulér.

Beweis: Durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass L; reguldr ist. Dann gibt es nach dem Pumping-
Lemma eine Zahl p € N mit den dort genannten Eigenschaften (1) bis (3). Betrachte jetzt speziell das
Wort = aPb?, das nach der Definition von L; in L; liegt. Da |z| > p gilt, ldsst sich x zerlegen in
x = wow mit (1) v # € und (2) |uv| < p, so dass (3) fiir alle i € N gilt: uwv'w € L. Wegen |uv| < p und
x = uvw = aPbP bestehen u und v nur aus Buchstaben a. Das Wort uv®w, das nach (3) in L liegt, ist
deswegen das Wort uw = o™~ 1*Ip", das wegen (1) mindestens ein a weniger als bs enthilt. Nach Definition
von L liegt dieses Wort jedoch nicht in L;, Widerspruch! Also war die Annahme falsch, und L; ist nicht
reguldr. X Behauptung

Man hitte in diesem Beweis statt uv®w auch das Wort wv?w betrachten konnen, das mindestens ein a
mehr als bs enthilt, deswegen auch nicht in L liegt und so den Widerspruch zu (3) liefert.

Um die Worter der Sprache L; zu erkennen, muss man, intuitiv gesprochen, die Anzahl der as abzdhlen
und dann mit der Anzahl der bs vergleichen. Dass diese Sprache nicht regulér ist, beruht intuitiv darauf,
dass endliche Automaten nicht ,,unbeschrinkt“ (sondern nur ,von 0 bis |@Q|—1%) zdhlen konnen.

4.5.2 Sprachkongruenzen

Eine charakteristische, exakte, also notwendige und hinreichende, Bedingung fiir die Regularitit von
Sprachen L C ¥* erhalten wir durch Betrachtung der folgenden Relation:

Definition 4.5.2 NERODE-RECHTSKONGRUENZ

Sei L C ¥* eine Sprache. Die Nerode-Rechtskongruenz von L ist eine Relation =5, C (X* x ¥*), die wie
folgt definiert ist: fiir u,v € X*:

u =7, v genau dann, wenn fiir alle w € ¥* gilt: ww € L < vw € L.

X 4.5.2

Es gilt also u =, v, wenn sich u und v beziiglich Rechtsverlangerungen gleich verhalten: entweder macht
die Verldngerung aus beiden Worter in L, oder sie macht aus beiden Worter nicht in L.

Der Name Rechtskongruenz ist durch folgende leicht zu beweisende Eigenschaften gerechtfertigt:

1. =L ist eine Aquivalenzrelation auf ¥*, also reflexiv, symmetrisch und transitiv.

2. =y ist vertrdglich mit der Konkatenation von rechts, d.h. aus u =, v folgt ux =, vz fiir alle x € ¥*.
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Beispiel: Wir betrachten nochmals L; = {a"b" | n € N}. Folgendes sind die Aquivalenzklassen von =y, :

el = {e}

[

[a] = {a}

[aad] = {aab,aaabd, ...}

laa] = {aa}

[aaab] = {aaab,aaaabd,...}
@] = {a}

(@10 = {aFHHR > k)
[ad] = Li\{e}

0] = alle iibrigen Worter.

L1 hat also unendlich viele = Ll—Aquivalenzklassen.
Ende des Beispiels

Besonders interessant ist der Fall, dass =7, nur endlich viele Aquivalenzklassen hat. Nach Abschnitt 2.1.2
nennen wir die Anzahl dieser Klassen den Index von =y,.

Satz 4.5.3 MYHILL UND NERODE

Eine Sprache L C ¥* ist genau dann reguldr, wenn =y, einen endlichen Index hat.

Beweis:

»= Sei L reguldr. Dann gilt L = L(A) fiir einen DFA A = (Q,%, 0, qo, F). Wir fiithren die folgende
Relation =4 C (X* x ¥*) ein:

fiir u,v € X* sei u =4 v genau dann, wenn es ein ¢ € Q mit go — ¢ und gy — ¢ gibt,

d.h. falls die Eingaben u und v den Automaten A von ¢y aus in den selben Zustand ¢ iiberfithren. Weil
A deterministisch ist, ist ¢ (durch gop und u bzw. durch ¢y und v) eindeutig bestimmt. Daher ist =4
eine Aquivalenzrelation auf ¥*. Aber =, ist auch eine Verfeinerung von =, d.h., es gilt =4 C =7. Sei
némlich u =4 v. Dann gilt fiir ein beliebiges Wort w € ¥*:

uw € L < ( Definition von L )
geQ3 eF:iq—qg—¢
& (wegenu=4v)
geQ3d eFiq—q—d
< ( Definition von L)
vw € L.

D.h.: es gilt auch v =, v. Es gibt also mindestens so viele Aquivalenzklassen von =4 wie von =j.
Andererseits hat =4 einen endlichen Index, da =4 so viele Aquivalenzklassen hat, wie es Zustédnde gibt,
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die von gg aus erreichbar sind. Insgesamt gilt:
Index von =5, < Indexvon =4 < |Q]

und damit hat auch =y, einen endlichen Index.

,<=“ Sei L C X* eine Sprache und sei k..e N der endliche Index von =;. Wir wahlen & Worter
Ui, ..., up € X* als Repréisentanten der & Aquivalenzklassen von =;. Dann ist X* als disjunkte Ver-
einigung folgendermaflen darstellbar:

Y o= [w]U.. U] mit [w]Nlu] =0 fir i+#j.
Insbesondere gibt es fiir jedes Wort w € ¥* genau ein ¢ € {1,...,k} mit [w] = [u,].
Wir konstruieren jetzt einen DFA Ap, = (Qr, %, 01, qor, Fr) mit:
QL = {[ul]y-"7[uk]}u
0r([wi],a) = J[uza] firalle i mit 1 <¢ <k und fir alle a € 3
qoL = [6]3
Fr = {luj] lw; € L}.

Ay heift der Aquivalenzklassen-Automat von L.

Wir zeigen zunéchst durch Induktion iiber |w], dass fiir alle Worter w € X* gilt:
el =1 [w]. (4.1)

Falls |w| = 0, dann w = ¢ und [¢] ——, [¢] nach Definition eines endlichen Automaten. Falls |w| # 0,

dann w = w’a, wobei die Induktionshypothese auf w’ anwendbar ist. Demnach gilt [¢] -, L [w']. Sei u;
derjenige Reprisentant mit [w'] = [u;]. Laut Definition von 1, gilt §([us], a) = [usa]. Wegen w' =1, w;
und der Rechtskongruenzeigenschaft von =, gilt w’'a =1, u;a. Da w’'a = w, folgt daraus [w] = [u;a] und
damit auch [¢] 2=, [w'] —1 [w], mithin [¢] 7 [w].
Damit gilt dann:
we€ L(AL) < ( Definition von L(ApL) )
lu;] € Fr: [e] =1 [uy]

< (= wegen (4.1) und Determinismus, < wegen (4.1) und [u;] = [w] )

Ju; € L: [uj] = [w]
< ( Definition von Fr; und wegen w = u; gilt w € L < u; € L)
w € L.
Also akzeptiert Ay die Sprache L. Daher ist L regulér. X 4.5.3

Intuitiv gesprochen, speichert der Aquivalenzklassen-Automat in seinen Zustéinden Information dariiber,
welche =-Aquivalenzklasse gerade erreicht worden ist. Der Satz 4.5.3 liefert einen zweiten Beweis dafiir,
dass die Sprache L; = {a™b™ | neN} nicht reguliir ist, denn die Relation =, hat keinen endlichen Index.
Wollte man so etwas Ahnliches wie den Aquivalenzklassen-Automaten fiir die Sprache L; konstruieren,
bendétigte man unendlich viele Zusténde.
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4.5.3 Deterministische Minimalautomaten

Wir wenden die Beweistechnik des Satzes von Myhill und Nerode an, um die Zustandszahl von determi-
nistischen Automaten zu minimieren. Wir werden zeigen, dass der Aquivalenzklassen-Automaten A, aus
dem Beweis dieses Satzes sowohl minimal als auch in gewisser — noch zu prézisierender — Weise eindeutig
ist.

Korollar 4.5.4 DER AQUIVALENZKLASSEN-AUTOMAT HAT MINIMALE ZUSTANDSANZAHL

Sei L C X* requldr und sei k der Index von =p,. Dann besitzt jeder DFA, der L akzeptiert, wenigstens k
Zustinde. Die Minimalzahl k wird von dem DFA Aj, erreicht.

Beweis: Im Beweis des Satzes 4.5.3 haben wir unter ,,=* gezeigt, dass jeder DFA, der L akzeptiert,
wenigstens k Zusténde besitzt: k = Index von =7, < |Q|. Unter ,,<=* haben wir einen DFA Ay mit k
Zustdnden konstruiert, der L akzeptiert. X 4.5.4

Es kann durchaus NFAs mit (sehr viel) weniger als k Zustédnden geben, die L akzeptieren. Ein Beispiel
hierfiir haben wir nach Satz 4.2.3 gegeben: die Sprache L, ondet(n) hat einen akzeptierenden NFA mit
n+1 Zustédnden, aber der minimale akzeptierende DFA hat nicht weniger als 2™ Zusténde.

Wir zeigen nun, dass jeder DFA, der L akzeptiert und minimale Zustandszahl k hat, sich von Ay nur
durch eine bijektive Umbenennung der Zusténde unterscheidet. Das bedeutet, dass alle solche Automa-
ten im Wesentlichen (nédmlich in ihrer Struktur) mit Ay iibereinstimmen. Zunéchst definieren wir diese
Ubereinstimmungseigenschaft:

Definition 4.5.5 ISOMORPHIE VON DFAS

Zwei DFAs A1 = (Q1,%, 01,901, F1) und Ay = (Q2, %, d2, qoz, F2) iiber dem gleichen Alphabet ¥ heiflen
isomorph, falls es eine Bijektion 3: @1 — Q)2 mit den folgenden Eigenschaften gibt:

ﬁ(QOl) = qo2
B(F1) = Fs, wobei B(F1) ={B(q) | ¢cF1}
Vg, ¢ € Q1VaeXS: ¢ —1¢ & B(g) —=2 Bld).

Die Bijektion g8 heifit Isomorphismus von A; auf As. X 4.5.5

Isomorphie ist eine Aquivalenzrelation auf der Klasse der DFAs. Fiir die Reflexivitit braucht man nur
die Identitéit als 3 zu betrachten, fiir die Symmetrie kann man das Inverse 5! eines Isomorphismus /3
benutzen, fiir die Transitivitit betrachtet man die Komposition (31 o 82 zweier Isomorphismen 3; und (5.

Wir zeigen jetzt die angekiindigte Aussage.

Satz 4.5.6 DETERMINISTISCHE MINIMALAUTOMATEN SIND ZUEINANDER ISOMORPH

Sei L C X* reguldr und sei k der Index von =,.
Dann ist jeder DFA A, der L akzeptiert und k Zustinde besitzt, zu Ay, isomorph.
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Beweis: Sei L eine Sprache und sei Ay = (Qr,%, 01, qor, F1) der Aquivalenzklassen-Automat des Satzes
von Myhill und Nerode mit Qr = {[ui],..., [ur]}. Betrachte einen beliebigen L akzeptierenden DFA
A= (Q,%,6,q04, F) mit k Zustinden, d.h., L(A) = L und |Q| = k. Wir definieren eine Funktion
B: Qr — Q und zeigen, dass diese Funktion ein Isomorphismus ist:

B([w;]) = dasjenige ¢ € Q mit goa 24 g

Dies ist tatséchlich eine Funktion, denn A ist deterministisch und ¢ ist deswegen eindeutig bestimmt.
Wir zeigen nun, dass § ein Isomorphismus von Ay auf A ist.

e (3 ist injektiv:
Es gelte B([u;]) = ¢ = B([u;]). Dann gilt nach der Definition von 3 sowohl goa — ¢ als auch
qoa -, g. Also gilt, da A L akzeptiert: Vw € ¥*: u;w € L & ujw € L, und deswegen nach
Definition von =r: u; =1, uj, d.h. [u;] = [u;].

e [ ist surjektiv:
Diese Eigenschaft folgt aus der Injektivitit und der Tatsache, dass |Qr| = k = |Q)-

e [ erfiillt die erste Isomorphieeigenschaft aus Definition 4.5.5:
Blqor) = B(e]) = dasjenige ¢ € Q mit goa ——aq = qoa-
e [ erfiillt die zweite Isomorphieeigenschaft aus Definition 4.5.5:
[uj] € Fr, & u; € L < B([ui]) € F, wobei die erste Aquivalenz aus der Definition von Fy, stammt,

die zweite aus der Definition von 8 und der Tatsache, dass A die Sprache L akzeptiert.

e [ erfiillt die dritte Isomorphieeigenschaft aus Definition 4.5.5:

[u;] =1 [u;] < ( Definition von — )
[uia] = [uy]

< (= weil 8 Funktion ist, < weil 3 injektiv ist )
B([uia]) = B([u;])

< ( Definition von 4([u;a]) und B([u,]) )
qoa =>4 B([u])

& ( Definition von % 4 und von £([u;]) )

B(lui]) == B([uy)).
Also sind Ay, und A isomorph. X 4.5.6

Definition 4.5.7 MINIMALAUTOMAT

Der Minimalautomat fiir eine regulidre Sprache L C ¥* ist der (laut Satz 4.5.6) bis auf Isomorphie
eindeutige DFA, der L akzeptiert und dessen Zustandszahl gleich dem Index der Nerode-Rechtskongruenz
= ist. X 4.5.7

Der Minimalautomat fiir L kann aus einem beliebigen DFA A, der L akzeptiert, systematisch durch zwei
Reduktionsschritte konstruiert werden:
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1. Eliminieren nicht erreichbarer Zustdnde.

Ein Zustand g € Q heiit erreichbar, falls es ein Wort w € ¥* mit gy — ¢ gibt. Die Teilmenge der
erreichbaren Zusténde von Q ist berechenbar, weil man sich bei den Wértern w mit gy — ¢ auf
solche der Linge < |Q| beschrianken kann.

2. Zusammenfassen dquivalenter Zustinde.

Fiir ¢ € Q,w € ¥* und S C Q schreiben wir ¢ — S, falls es ein ¢’ € S mit ¢ — ¢ gibt. Zwei
Zusténde q1,q2 € Q heien dquivalent, abgekiirzt q; ~ g2, falls fiir alle w € X* gilt:

@ —— F &g ——F,

d.h. von ¢; und ¢, fithren die selben Worter zu akzeptierenden Endzustinden. Es besteht ein
enger Zusammenhang zwischen Aquivalenz und der Nerode-Rechtskongruenz =p: Sei gy — ¢; und
go —= ¢2; dann gilt

qr~Qq < U=L.

Die Begriindung hierfiir ist die gleiche, die oben bereits beim Beweis der Injektivitit von 5 angegeben
worden ist.

Durch die Relation ~ identifiziert man Aquivalenzklassen von Zusténden, die im Minimalautoma-
ten zusammenfallen miissen. Die Zustandsmenge des aus A konstruierten reduzierten Automaten
besteht aus ~-Aquivalenzklassen, und die Ubergangsfunktion ist hierauf genau so definierbar wie
auf dem Aquivalenzklassen-Automaten Aj.

Beispiel 1:

Der Ubergang von Abbildung 4.5 nach Abbildung 4.6. Hier fiihrt speziell der erste Schritt (Eliminierung
nicht erreichbarer Zusténde) zum Minimalautomaten.

Ende von Beispiel 1

Beispiel 2:

Die beiden Zustédnde gg und ¢; in Abbildung 4.8 sind ~-&quivalent. Keine anderen Zustandspaare sind
dquivalent. Wir fassen also die Aquivalenzklassen {qo,q1} und {g2} zu zwei neuen Zustiinden ro und 7o
zusammen und erhalten die Abbildung 4.9.

Ende von Beispiel 2

Abbildung 4.8: Ein nicht-minimaler DFA A
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To 1

Abbildung 4.9: Minimierte Version von A aus Abbildung 4.8 (ro = {qo,¢1} und r1 = {¢2})

Fiir den Test, ob zwei Zustéinde ~-iiquivalent sind oder nicht, gibt es einen effizienten Algorithmen (mit
quadratischem Aufwand, gemessen in der Grofle |@Q| der Zustandsmenge). Im Table-Filling- Algorithmus
wird zunéchst eine Tabelle der Zustandspaare {q,¢'} mit ¢ # ¢’ angelegt. Dann werden sukzessive alle
Zustandspaare markiert, die schon als indquivalent erkannt sind. Zum Schluss werden die dquivalenten
Zustandsmengen zusammengefasst.

Bei einer Zustandsmenge @ = {qo,...,¢n—1} kann eine Dreieckstabelle mit % -n - (n — 1) Eintragen
angelegt werden, um die Zustandspaare zu beschreiben. In Abbildung 4.8 gilt zum Beispiel n = 3, und
eine entsprechende Tabelle ist in Abbildung 4.10 gezeigt. Dort gibt es einen Eintrag fiir jedes geordnete

Zustandspaar (g;,¢;) mit ¢ < j, der als Eintrag fiir das (ungeordnete) Zustandspaar {g;, g; } gilt.

q1

q2 X X

q0 q1

Abbildung 4.10: Beispiel zum Table-Filling-Algorithmus
Auf die anfianglich unmarkierte Tabelle wird der folgende Algorithmus angewendet:

Markiere alle {q,¢'} mit (€ FA¢ ¢ F)V(¢¢ FAq € F);
( dann sind ¢, ¢’ von vornherein indquivalent )

do 3 unmarkiertes Paar {q,¢'},a € ¥: 0(q,a) # 6(¢',a) N {§(¢q,a),d(¢’,a)} ist markiert —
( solche Paare sind ebenfalls indquivalent )

wihle ein solches Paar und markiere es
od;
Bilde maximale Mengen paarweise unmarkierter Zustdnde
( solche Mengen von Zustéinden konnen zu einem zusammengefasst werden )

Im Beispiel (Abbildung 4.10) werden zuerst die beiden Eintréige (gs,qo) und (ge, ¢1) markiert, weil gq
und ¢; Endzustéinde sind, ¢ aber nicht. Beim Betreten der Schleife wird nur noch (g1, go) untersucht.
Mit a = 0 ergeben sich gleiche Folgezustinde (qp), mit a = 1 ebenfalls (¢2). Demzufolge wird die Schleife
nicht betreten (kein sehr gutes Beispiel fiir den Algorithmus!), und das Zustandspaar {qo,q;} bleibt
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unmarkiert. Es handelt sich um eine maximale Menge paarweise unmarkierter Zusténde, weshalb gy und
q1 zusammengefasst werden kénnen. Das Resultat der Zusammenfassung ist in Abbildung 4.9 gezeigt.

4.6 Entscheidbarkeitsfragen

Wir stellen zunéchst fest, dass die folgenden Konstruktionen alle effektiv (d.h. algorithmisch berechenbar)
sind:

e Chomsky-3-Grammatik ~ NFA ~» DFA ~» Chomsky-3-Grammatik (Abschnitt 4.2).
e Die Abschlussoperationen des Abschnitts 4.3.
e Reguldrer Ausdruck ~» NFA ~» DFA ~» reguldrer Ausdruck (Abschnitt 4.4).

e DFA ~» Minimalautomat (Abschnitt 4.5).

Damit kénnen wir uns einigen algorithmischen Fragen zuwenden. Wir beschrianken dabei uns auf DFAs als
Eingaben, denn andere Eingaben (NFAs, regulidre Ausdriicke, rechtslineare oder linkslineare Grammati-
ken) lassen sich durch die genannten Konstruktionen algorithmisch auf DFAs zuriickfiithren. Die folgenden
Probleme definieren zu bestimmten (durch ,,Gegeben“ gekennzeichneten) Eingaben jeweils eine mit ,ja“
oder ,nein* beantwortbare Frage. Gesucht ist jeweils ein Algorithmus, der diese Frage automatisch be-
antwortet. Existiert ein solcher, heifit das Problem entscheidbar.

DFA-Wortproblem Gegeben: Ein DFA A iiber ¥ und ein Wort w € ¥*.

Frage: Gilt w € L(A)?
DFA-Leerheitsproblem Gegeben: Ein DFA A.

Frage: Gilt L(A) = 07
DFA-Endlichkeitsproblem Gegeben: FEin DFA A.

Frage: Ist L(A) endlich?
DFA-Aquivalenzproblem  Gegeben: DFAs A; und As.

Frage: Gilt L(Ay) = L(A42)?
DFA-Inklusionsproblem Gegeben: DFAs A; und As.

Frage: Gilt L(Ay) C L(A3)?
DFA-Schnittproblem Gegeben: DFAs A; und As.

Frage: Gilt L(A;) N L(A2) =07

Satz 4.6.1 ENTSCHEIDBARKEIT

Die Entscheidungsprobleme DFA-Wortproblem, DFA-Leerheitsproblem, DFA-Endlichkeitsproblem, DFA-
Aquivalenzproblem, DFA-Inklusionsproblem, DFA-Schnittproblem sind alle entscheidbar.
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Beweis:
DFA-Wortproblem:

Man setzt den gegebenen DFA A auf das vorgelegte Wort w an und stellt fest, ob ein Endzustand von
A erreicht wird. Falls ja, wird “w € L(A)“ ausgegeben, andernfalls ,w ¢ L(A)“. A ist also selbst das
Entscheidungsverfahren.

DFA-Leerheitsproblem:

Sei p die Anzahl der Zustédnde des eingegebenen DFA A, und damit auch eine nach dem Pumping-Lemma
zur reguliren Sprache L(A) gehorige Zahl. Wir behaupten, dass gilt:

LA) =0 & -Jwe L(A): [w]| < p. (4.2)

Beweis: ,,=¢ ist klar. ,,<=“ beweisen wir durch Kontraposition. Sei L(A) # (). Dann gibt es ein Wort
w € L(A). Falls |w| < p, ist schon alles gezeigt. Falls |w| > p, erhalten wir durch sukzessives Anwenden
des Pumping-Lemmas, jeweils mit ¢ = 0, ein Wort wg € L(A) mit |wg| < p.

Aus (4.2) kann nun ein mogliches Entscheidungsverfahren fiir L(A) = 0 abgeleitet werden. Fiir jedes
Wort w tiber dem Eingabealphabet von A mit |w| < p (das sind nur endlich viele) wird das Wortproblem
»Gilt w € L(A)7“ gelost. Falls die Antwort stets ,nein“ lautet, wird ,,L(A) = 0 “ ausgegeben. Sonst wird
»L(A) # 0“ ausgegeben:

input A;

output ,,L(A) # 0“ bzw. ,L(A) = 0%,

var p: N, w: X*;

p := Anzahl der Zustinde von A;

w = ¢

do |w[<p —
if we L(A) — output(,L(A) # 0); stop
U wé¢ L(A) — w := niichstes w in lexikografischer Reihenfolge
fi

od; output(,L(A) = (%)

DFA-Endlichkeitsproblem:
Sei p wie eben. Wir behaupten:

L(A) ist endlich < —-3Jwe L(A): p < |w| < 2-p. (4.3)

Beweis: ,,=“: Durch Kontraposition. Sei w ein Wort in L(A) mit |w| > p; dann ist L(A) nach dem
Pumping-Lemma unendlich. ,,<* ebenfalls durch Kontraposition: Sei L(A) unendlich. Dann gibt es
Worter beliebig grofler Lange in L(A), insbesondere ein Wort w mit w > 2-p. Sukzessives Anwenden
des Pumping-Lemmas, jeweils mit ¢ = 0, liefert ein Wort wp mit p < |wg| < 2-p, weil sich mit ¢ = 0 das
vorgelegte Wort um maximal p Buchstaben verkiirzt.

Mit Hilfe von (4.3) kann das Endlichkeitsproblem durch endlichmaliges Losen des Wortproblems entschie-
den werden.

DFA-Aquivalenzproblem:
Gegeben seien zwei DFAs A; und As. Man konstruiere zunéchst einen DFA A mit folgender Eigenschaft:

L(A) = (L(A1) N L(A2)) U (L(A2) N L(A1)).
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Offenbar gilt:
L(A))=L(As) & L(A)=0. (4.4)

Damit wird das Aquivalenzproblem fiir Automaten auf das Leerheitsproblem fiir A zuriickgefiihrt.

Die obige Konstruktion von A ist jedoch sehr aufwiindig. Es gibt Alternativen. Wir nehmen an, dass
das gemeinsame Alphabet von A1 = (Q1,%, 01, qo1, F1) und Ay = (Q2, X, d2, qo2, Fo) ist.

FEine erste Alternative ist die Konstruktion eines Produktautomaten A analog zur Bemerkung nach Satz
4.3.1, auBler dass die Endzustandsmenge des Produktautomaten folgendermaflen definiert ist:

{(q1,92) € Q1xQ2 | 1 € F1 & q2 ¢ F>}.

Hierdurch wird (4.4) fiir diesen DFA A gewihrleistet, denn A akzeptiert genau dann, wenn A; und A,
unterschiedlich akzeptieren (einer akzeptiert, der andere nicht).

Eine zweite Alternative ist, die beiden Automaten A; und As neben einander zu legen und zu priifen,
ob die beiden Anfangszustéinde gg; und gp2 ~-dquivalent im Sinne der nach Definition 4.5.7 angegebenen
Konstruktion sind. Falls ja, gilt L(A;) = L(As), andernfalls L(A;) # L(A3).

DFA-Inklusionsproblem:

Gegeben seien zwei DFAs A; und A;. Man konstruiere einen DFA A, so dass L(A) = L(A1) N L(Az2) gilt.
Wegen

L(A))CL(A) & LA =0
kann das Inklusionsproblem fiir A; und A auf das Leerheitsproblem von A zuriickgefiihrt werden.

DFA-Schnittproblem:

Gegeben seien zwei DFAs A; und As. Man konstruiere einen DFA A, so dass L(A) = L(A;) N L(Asg)
gilt (z.B. mit Hilfe der Produktkonstruktion A~ aus der Bemerkung nach Satz 4.3.1). Hiermit kann das
Schnittproblem A; und As auf das Leerheitsproblem von A zuriickgefiihrt werden. X 4.6.1

4.7 Ubungsaufgaben

1. In Texteditoren gibt es iiblicherweise eine Mo6glichkeit, in einem Text nach einer bestimmten Zei-
chenfolge zu suchen.

a) Geben Sie das Diagramm eines deterministischen endlichen Automaten an, der die Ausfiihrung
eines solchen Suchbefehls fiir die beiden Zeichenfolgen gegeben und gegeniibergelegen modelliert.
Markieren Sie Start- und Endzusténde!

b) Welche Sprache erkennt der von Thnen konstruierte Automat?

2. Gegeben sei ein deterministischer endlicher Automat M mit n Zustdnden. Zeigen Sie, dass die von
M erkannte Sprache genau dann endlich ist, wenn M kein Wort w mit |w| > n erkennt.

3. a) Konstruieren Sie einen deterministischen endlichen Automaten, der die Sprache
L, = {w € {a,b}" | w enthélt nicht das Teilwort bab}

akzeptiert.
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b) Wieviel Zustéinde muss ein deterministischer endlicher Automat notwendigerweise haben, um
eine Sprache Lo zu erkennen, die nur ein einziges Wort enthélt, d.h. Ly = {w}, fiir ein belie-
biges, aber fest gewiihltes w € ¥*? Begriinden Sie Thre Antwort!

Gegeben sei eine Sprache Lp, welche alle Bitfolgen der Linge > 3 enthilt, bei denen an drittletzter
Stelle eine 0 steht, d.h.

Lp ={wlab | w e {0,1}* Aa,b e {0,1}}.
a) Geben Sie einen nichtdeterministischen endlichen Automaten (NFA) iiber dem Alphabet {0, 1}

an, der die Sprache Lp erkennt.

b) Konstruieren Sie aus dem NFA aus Aufgabenteil a) einen deterministischen endlichen Auto-
maten (DFA), der die Sprache Lp erkennt.

¢) Geben Sie einen reguldren Ausdruck an, der die vorher erwéhnte Sprache Lg = {w0Oab | w €
{0,1}* Aa,b € {0,1}} beschreibt.

a) Zeigen Sie, dass es sich bei der Sprache L; = {a"a™ | n € N} um eine reguléire Sprache handelt.

b) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass es sich bei der Sprache Ly = {a™ba™ | n € N}
nicht um eine regulire Sprache handelt.

a) Zeigen Sie mit Hilfe des Pumping-Lemmas, dass die Sprache L = {a®" | n € N} nicht reguliir
ist (ein Tipp: Vp € N: 2P > p).

b) Fiir jedes n € N sei L,, eine regulidre Sprache. Die Sprache L sei definiert durch L = J,,cyy Ln-
Beweisen Sie entweder, dass auch L eine regulire Sprache ist, oder zeigen Sie mit Hilfe eines
Beispiels, dass die Sprache L nicht regulér sein muss.

Zu einer Sprache L bezeichne repr(L) die kleinstmogliche Anzahl von Endzusténden eines determi-
nistischen endlichen Automaten, der L erkennt. Zeigen Sie, dass fiir eine regulire Sprache L C {a}*
das zugehorige repr(L) beliebig grof werden kann. (Mit anderen Worten: Zu jedem n € N gibt es
eine Sprache L,,, die von einem deterministischen endlichen Automaten nur dann erkannt werden
kann, wenn dieser mindestens n + 1 Endzustéinde hat.)

Fiir eine Sprache L C ¥* sei der Halbierungsoperator half folgendermaflen definiert:
half(L) := {w € T* | Fuw' € T* :ww' € L A |w| = [u'[}.

Zeigen Sie, dass die Klasse der reguldren Sprachen gegeniiber der Halbierungsoperation abgeschlos-
sen ist, d.h.: L ist reguldr = half(L) ist regulér .

Sei L C ¥* eine Sprache. Zeigen Sie, dass =, eine Rechtskongruenz ist.

Sei L C ¥* eine Sprache, sei u € ¥* und sei [u] eine = L—Aquivalenzklasse'.' Zeigen Sie, dass [u)NL = 0
oder [u] C L gilt (in anderen Worten: =, verfeinert die durch die Aquivalenzklasseneinteilung
¥* = LU L gegebene Aquivalenzrelation).



Kapitel 5

Kellerautomaten und kontextfreie
Sprachen

Reguliire Sprachen finden in der Informatik vielfach Anwendungen (z.B. zur lexikalischen Analyse und zur
Teilworterkennung) und sind besonders leicht zu handhaben (Darstellbarkeit durch endliche Automaten
und regulére Ausdriicke, angenehme Abschluss- und Entscheidbarkeitseigenschaften). Dennoch reichen
sie fiir eine wichtige Aufgabe der Informatik nicht aus: die Syntazbeschreibung von Programmiersprachen.
Ein Grund ist, dass Programmiersprachen Klammerstrukturen beliebiger Schachtelungstiefe zulassen,
zum Beispiel:

e arithmetische Ausdriicke der Form 3 * (4 — (x + 1)),
e Anweisungen der Form WHILE... DO WHILE ... DO ... ENDWHILE ENDWHILE

Im Abschnitt 4.5 hatten wir gezeigt, dass bereits das einfachste Muster einer solchen Klammerstruktur,
namlich die Sprache

Ly ={a"b" | neN}

nicht mehr Chomsky-3 ist. Fiir die Syntaxbeschreibung von Programmiersprachen hat sich die néchst-
méchtigere Sprachklasse in der Chomsky-Hierarchie erfolgreich angeboten: die Chomsky-2- oder kontext-
freien Sprachen.

5.1 Kontextfreie Grammatiken und kontextfreie Sprachen

5.1.1 Notation und Beispiele

Jede Produktion einer kontextfreien Grammatik G = (N, X, P, S) hat die Form A — u, wobei u das leere
Wort sein kann. Falls mehrere Produktionen die selbe linke Seite besitzen, etwa

A—u, A—>us, ...,A— ug,

81
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so schreiben wir dies oft kiirzer als eine einzige ,Metaregel“

A = wuy|ug ... |ug.

Beispiel Gi:
Die nicht-regulére Sprache L; = {a"b™ | n € N} lisst sich durch die kontextfreie Grammatik

Gl = (N17217P17S1) mit Nl = {Sl}
1 = {a,b}
Pro= {51 —¢elaSib}
generieren.

Ende von Beispiel G,

Beispiel Gs:

Eine Klasse arithmetischer Ausdriicke mit Variablen a,b,c¢ und Operatoren 4+ und * wird durch die
Grammatik Gy = ({S},{a,b,¢,+,%,(,)}, P2, S) mit folgender Regelmenge Ps erzeugt:

P: S — alblc|S+S]S5xS5](9).
Zum Beispiel ist der Ausdruck (a + b) * ¢ in L(G3), denn es gilt:
S —a, NE —a, (8)xS  —g, (S+9)xS

5.1
—g, (@+9)*xS —g, (a+b)xS —g, (a+Ddb)x*c. (5.1)
Auch a + (b c¢) und a + b* ¢ sind in L(G2), mit dhnlichen Ableitungen aus S.
Ende von Beispiel G5
5.1.2 Links- und Rechtsableitungen
Wir untersuchen die Erzeugung von Wortern in einer kontextfreien Grammatik G genauer.
Definition 5.1.1 (LINKS-, RECHTS-) ABLEITUNGEN
Eine Ableitung von A nach w in G der Lange n > 0 ist eine Folge von Ableitungsschritten
A=2z2y —ag 21 —ag ... —G 2Zn=w. (5.2)

Eine solche Ableitung heifit Linksableitung, falls in jedem Ableitungsschritt z;_1 —¢ 2; das in z;_; am
weitesten links stehende Nichtterminalsymbol ersetzt wird, falls also z;—; und z; (1 < i < n) stets von
der Form

zic1 =wi1 Bws und z, =wjuws; mit w; €Y und (B—wu)€P
sind. Entsprechend sind Rechtsableitungen definiert (dann gilt wq € ). X 5.1.1
Beispiel G2 (Fortsetzung):

i) S — S+S — a+S — a+S*S — a+bxS — a+tbxc
i S — S8 — S+85+5 — a+5+«S — a+bxS — a+bxc (5.3)
(i) S —- S4+45 — S+85+«5 — S+S%c — S+bxc — a+bxc
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Hier sind (i) und (ii) zwei verschiedene Linksableitungen von S nach a + b * ¢, und (iii) ist eine Rechts-
ableitung von S nach a + b * ¢, bezogen auf die oben angegebene Grammatik G5. Alle drei Ableitungen
haben die Lange 5.

Ende des Beispiels G5 (Fortsetzung)

5.1.3 Parsebidume

Wir ordnen jeder Ableitung eindeutig einen Parsebaum zu. Zuerst jedoch definieren wir, was unter einem
solchen Baum zu verstehen ist.

Definition 5.1.2 PARSEBAUM

Ein Parsebaum von A nach w in G ist ein Baum mit folgenden Eigenschaften:

e Jeder Knoten ist mit einem Symbol aus N UX U {e} beschriftet. Die Wurzel ist mit A beschriftet
und jeder innere Knoten ist mit einem Symbol aus N beschriftet.

e Wenn ein mit B beschrifteter innerer Knoten k& Nachfolgeknoten besitzt, die in der Reihenfolge von
links nach rechts mit den Symbolen 31,..., B beschriftet sind, dann gilt

entweder k=1und f; =cund (B—¢)€ P
oder k>1und B,...,0 e NUX und (B — B;1...0k) € P.

e Das Wort w entsteht, indem man die Symbole an den Blattern von links nach rechts konkateniert.
X 5.1.2

Abbildung 5.1 veranschaulicht diese Definition.

Abbildung 5.1: Veranschaulichung von Definition 5.1.2
Sei
A=z —g 21 —¢g ... —a Zn=w.

eine Ableitung von A nach w der Form (5.2). Den dazu gehorigen Parsebaum von A nach w konstruieren
wir durch Induktion nach der Linge n der Ableitung;:
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e n = 0: Zur trivialen Ableitung von A nach A gehort der Parsebaum mit einzigem Knoten (Wurzel
und Blatt) A.

e n~»n+ 1: Sei eine Ableitung

A — ... mwBwy, — wiuwsy
~~ N—— ~——
20 Zn, Zn41

gegeben und sei t der zur Ableitung A — ... — w; Bwy gehorige Parsebaum. Wir erweitern diesen
Baum geméfl wy Bwy — wyuws:

Falls u = ¢, so ist der Gesamtparsebaum auf der linken Seite von Abbildung 5.2 gezeigt.

Falls u = (31 ...0, mit By,...,0r € N U3, so ist der Gesamtparsebaum auf der rechten Seite von
Abbildung 5.2 gezeigt.

A A
B B
w1 Wo w1 w2
/ N\
€ Br - B

Abbildung 5.2: Zur induktiven Konstruktion des zu einer Ableitung gehorigen Baums

Achtung! Der Parsebaum wird oft auch Ableitungsbaum genannt. Der Parsebaum und der
Baum der Ableitungen, der in Kapitel 2 eingefiihrt worden ist, sind jedoch zwei verschiedene
Dinge. Beim Baum der Ableitungen aus einem Wort w steht dieses Wort an der Wurzel und
der Baum gibt alle Ableitungen aus w an. Beim Parse- oder Ableitungsbaum steht ein Wort
w dagegen zeichenweise an den Bldttern, S an der Wurzel, und der Baum beschreibt einige
(mindestens eine und eventuell nicht alle) Ableitungen von S nach w.

Die Abbildung 5.3 zeigt links einen Baum, der zur Ableitung
S —a, aSb —¢g, aaSbb —qg, aacbb = aabdb
in G gehort, und rechts einen Baum, der zur Ableitung (5.1), d.h.

S — G S xS —Gs (S) xS — G (S + S) xS
—a, (@+S)*xS —g, (a+b)xS —¢g, (a+b)x*c

in G4 gehort.

Bemerkung:
Es gelten folgende Beziehungen zwischen Ableitungen und Parsebidumen:

A —% w genau dann, wenn es einen Parsebaum von A nach w in G gibt.
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Abbildung 5.3: Zwei Beispiel-Parsebdume

Einer gegebenen Ableitung A —7 w entspricht genau ein Parsebaum von A nach w.

Einem gegebenen Parsebaum von A nach w entsprechen im Allgemeinen mehrere Ableitungen von A
nach w, jedoch nur genau eine Linksableitung und genau eine Rechtsableitung.

Ende der Bemerkung

Beispiel G2 (Fortsetzung):

Wir zeigen, dass zwei verschiedene Ableitungen den gleichen Parsebaum ergeben koénnen:

S — Gy S+ S —Gy a+ S — @y a+b
und S —qg, S+5 —g, S+b —g, a+b

sind zwei verschiedene Ableitungen, die beide dem in Abbildung 5.4 dargestellten Baum entsprechen. Par-
sebdume abstrahieren von unwesentlichen Reihenfolgen bei den Regelanwendungen, die moglich werden,
wenn mehrere Nichtterminale gleichzeitig auftreten. Bei Festlegung auf Linksableitungen bzw. Rechts-
ableitungen sind solche Wahlmoglichkeiten ausgeschlossen.

S

RN

Abbildung 5.4: Ein Parsebaum von a + b in G4

Ende des Beispiels G2 (Fortsetzung)

Nebenbemerkung:

Sei die Syntax einer Programmiersprache PL durch eine kontextfreie Grammatik G gegeben. Ein Uberset-
zer fiir PL erstellt in der Phase der Syntaxanalyse fiir jedes gegebene PL-Programm einen Parsebaum in
G. Die Bedeutung oder Semantik des PL-Programms hingt von der Struktur des erstellten Parsebaums
ab. Der Ubersetzer erzeugt nimlich den Maschinencode des PL-Programms anhand des Parsebaums. Fiir
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einen Benutzer der Programmiersprache PL ist es wichtig, dass jedes PL-Programm eine eindeutige Se-
mantik hat. Daher sollte es zu jedem PL-Programm genau einen Parsebaum geben.
Ende der Nebenbemerkung

5.1.4 Mehrdeutigkeit

Es ist im Allgemeinen nicht klar, ob es zu jedem Wort w € L(G) einen eindeutigen Parsebaum von S
nach w gibt, weil es durchaus mehrere Ableitungen (auch mehrere Linksableitungen) von S nach w geben
kann. Betrachten wir dazu wieder G5 und das Wort a + b * ¢ € L(G2). Es gibt die beiden verschiedenen,
in Abbildung 5.5 gezeigten Parsebdume. Der linke Baum gehért zu der Linksableitung (5.3(i)), der rechte
Baum jedoch zu der Linksableitung (5.3(ii)) des Wortes a + b * ¢. Diese entsprechen den beiden inhaltlich
verschiedenen Klammerungen des Ausdrucks a+ b c: entweder a + (b*c) oder (a+b) * c. Man sagt dazu,
dass die Grammatik G5 fiir arithmetische Ausdriicke ,,mehrdeutig® ist.

PARN PARN
S + S und S * S
ERPAEN N
a S * S S + S c
b Lo

Abbildung 5.5: Zwei Parsebdume fiir a + b * ¢ in G

Definition 5.1.3 EIN-/MEHRDEUTIGKEIT VON KONTEXTFREIEN GRAMMATIKEN/SPRACHEN

(i) Eine kontextfreie Grammatik G = (N, X, P,S) heifit eindeutig, wenn es zu jedem Wort w € X*
hochstens einen Parsebaum bzw. hochstens eine Linksableitung von S nach w in G gibt. Andernfalls
heifit G mehrdeutig.

(ii) Eine kontextfreie Sprache L C ¥* heif}t eindeutig, wenn es eine eindeutige kontextfreie Grammatik
G mit L = L(G) gibt. Andernfalls heifit L (inhdrent) mehrdeutig. X 5.1.3

Beispiel Gg:

Dass unsere Beispielgrammatik G5 mehrdeutig ist, bedeutet noch nicht, dass L(G3) inhdrent mehrdeutig
ist. Denn es kann eine Grammatik existieren, die die gleiche Sprache generiert und eindeutig ist. In der
Tat ist dies bei L(G2) der Fall.

Um die Eindeutigkeit von Grammatiken fiir arithmetische Ausdriicke zu erreichen, wihlt man eine syn-
taktisch festgelegte Auswertungsstrategie:

e Die Auswertung erfolgt von links nach rechts. Damit wird z.B. a + b+ ¢ wie (a +b) + ¢ ausgewertet.

e Die Multiplikation * erhilt eine hhere Prioritéit als +. Damit wird z.B. a + b * ¢ wie a + (b * ¢)
ausgewertet.
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e Um andere Auswertungsreihenfolgen zu spezifizieren, miissen explizit Klammern gesetzt werden
(zB. a+ (b+c) oder (a+ b) *c).

Wir betrachten also Gs = ({5, T, F},{a,b,¢,+,*,(,)}, P3,S) mit folgender Regelmenge Ps:

T — F|TxF
F —- (S)]a]b]ec.

Dabei stehen der Buchstabe T fiir (arithmetischer) Term und der Buchstabe F fiir (arithmetischer)
Faktor. G3 ist eindeutig, und es gilt L(G3) = L(G3). Der (eindeutige) Parsebaum von a + b * ¢ in G3 ist
in Abbildung 5.6 gezeigt. Damit ist — in G3, aber nicht in Gy — klar, dass mit a 4+ b * ¢ der Ausdruck
a+ (b* c) und nicht (a + b) * ¢ gemeint ist.

/

+—u

\T
SN

F

S
|

T T
|

F F c
.

a b

Abbildung 5.6: Parsebaum von a + b * ¢ in G3

Ende von Beispiel G5

Es erhebt sich die Frage, ob es iiberhaupt eine inhérent mehrdeutige Sprache gibt. Diese Frage wurde
von N. Chomsky 1964 positiv beantwortet:

Satz 5.1.4 (OHNE BEWEIS)
Die Sprache L = {a't’c* |i,5,k > 0 und (i=j V j=k)} C {a,b,c}* ist inhirent mehrdeutig.

Der Beweis dieser Aussage ist recht aufwéndig. Im Wesentlichen zeigt man, dass geniigend lange Worter
mit genau gleich vielen Buchstaben a, b und ¢ zwei verschiedene Linksableitungen haben miissen.

5.1.5 Normalformen kontextfreier Grammatiken

Fiir Untersuchungen iiber kontextfreie Sprachen ist es giinstig, wenn die Regeln der zugrundegelegten kon-
textfreien Grammatiken von mdoglichst einfacher Bauart sind. Wir stellen deshalb in diesem Abschnitt
Transformationen vor, die gegebene kontextfreie Grammatiken in dquivalente (d.h.: sprachiiquivalente)
Grammatiken iiberfithren, deren Regeln zusétzlichen Bedingungen geniigen. Eine solche Transformation
wurde bereits in Abschnitt 3.2 angegeben, wo gezeigt wurde, dass jede kontextfreie Grammatik effektiv
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dquivalent zu einer eingeschrénkt kontextfreien Grammatik ist. (Zur Erinnerung: eine kontextfreie Gram-
matik ist eingeschrinkt kontextfrei, wenn es entweder iiberhaupt keine e-Produktionen A — ¢ gibt, oder
als einzige e-Produktion S — & vorhanden ist, dann aber S auf keiner rechten Seite einer Produktion
vorkommt,.)

Hier betrachten wir zwei weitere Normalformen.

Definition 5.1.5 CHOMSKY-NORMALFORM
Eine kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S) ist in Chomsky-Normalform, wenn folgendes gilt:

o (G ist eingeschrénkt kontextfrei (so dass hochstens (S — ¢) € P erlaubt ist, dann aber S nicht auf
einer rechten Seite auftaucht),

e jede Produktion in P anders als S — ¢ ist von der Form
A—a oder A— BC,

wobei A, B,CeN und a€X sind. X 5.1.5

Satz 5.1.6 KONTEXTFREIE GRAMMATIK ~ CHOMSKY-NORMALFORM

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich effektiv in eine dquivalente Grammatik in Chomsky-Normalform
transformieren.

Beweis: (Skizze.)

In einem ersten Schritt erreichen wir, dass alle Produktionen anders als (S — ¢) entweder von der Form
A — a oder von der Form A — A; ... A, (mit m > 2) sind.

In einem zweiten Schritt ersetzen wir z.B. A — A;A5A3A, mit Hilfe neuer Variablen Dq, Dy durch
A— AlDl, D1 — AQDQ und D2 — A3A4. X 5.1.6

Definition 5.1.7 GREIBACH-NORMALFORM
Eine kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S) ist in Greibach-Normalform, wenn folgendes gilt:

e (G ist eingeschrinkt kontextfrei (so dass hochstens (S — ¢) € P erlaubt ist, dann aber S nicht auf
einer rechten Seite auftaucht),

e jede Produktion in P anders als S — ¢ ist von der Form
A —aBy...By,

wobei k>0, A, By,...,BreN und a€X sind. X 5.1.7

Satz 5.1.8 KONTEXTFREIE GRAMMATIK ~» GREIBACH-NORMALFORM

Jede kontextfreie Grammatik ldsst sich effektiv in eine dquivalente Grammatik in Greibach-Normalform
transformieren.
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Beweis: (Skizze.)

Wir starten mit der Chomsky-Normalform und erreichen (unter Umstéinden durch die Einfithrung neuer
Variablen), dass die Variablen A, Ay, ..., Ap_1, Ay so nummeriert sind, dass gilt: falls (4; — A;v) € P
(mit v € N*), dann j > 4. Dieser Schritt ist nicht trivial.

Danach hat die Variable A,, auf ihren rechten Seiten nur Ausdriicke der Form a+, die mit einem Termi-
nalzeichen a und nicht mit einer Variablen anfangen.

Die Variable A, _1 hat auf ihren rechten Seiten ebenfalls solche Ausdriicke, oder eventuell auch Ausdriicke
der Form A,,y, aber keine Ausdriicke mit anderen Variablen als A,,. Wir ersetzen dann auf den rechten
Seiten der Variable A, 1 die A,, durch die rechten Seiten der A, ; danach beginnen alle rechten Seiten
von A, _1 auch nur mit Terminalzeichen.

So fortfahrend, erhilt man eine Menge von Produktionen (fiir die gleiche Sprache), deren rechte Seiten
(aufler evtl. S — ¢) alle nur mit — einem oder mehreren — Terminalzeichen beginnen. Danach kann,
gegebenenfalls durch die Einfithrung neuer Variablen, die gewiinschte Form hergestellt werden, so dass
alle rechten Seiten mit genau einem Terminalzeichen beginnen. X 5.1.8

5.2 Das Pumping-Lemma fiir kontextfreie Sprachen

Analog Abschnitt 4.5.1 beschreiben wir im Folgenden eine notwendige Bedingung dafiir, dass eine gege-
bene Sprache kontextfrei ist.

Lemma 5.2.1 PUMPING-LEMMA FUR KONTEXTFREIE SPRACHEN, ODER uvwzy-LEMMA

Zu jeder kontextfreien Sprache L C X* existiert eine Zahl p € N, so dass es fir alle Worter z € L mit
|z| > p eine Zerlegung z = wvwzy mit den folgenden drei Figenschaften gibt:

(1) 1< |vz|
(2)  |owz| <p
(3) VieN:wv'wa'ye L.

D.h., die Teilworter v und x konnen beliebig oft ,aufgepumpt® werden, ohne dass die konteztfreie Sprache
L verlassen wird.

Zum Beweis des Pumping-Lemmas benétigen wir ein allgemeines Lemma iiber Bdume, das wir dann
speziell fiir Parsebdume anwenden werden. Sei ¢ ein endlicher Baum. Der Verzweigungsgrad von t ist der
maximale Ausgangsgrad, d.h.: die maximale Anzahl von Nachfolgeknoten, die ein Knoten in ¢ besitzt.
Ein Pfad der Linge m in t ist eine Kantenfolge von der Wurzel bis zu einem Blatt von ¢ mit m Kanten.
Der Fall m = 0 ist zugelassen, wenn die Wurzel auch Blatt ist.

Lemma 5.2.2 OBERE SCHRANKE FUR DIE ANZAHL DER BLATTER EINES BAUMES

Sei t ein endlicher Baum mit dem Verzweigungsgrad < k, in dem jeder Pfad die Linge < m hat. Dann
st in t die Anzahl der Bldtter < k™.
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Beweis: Durch Induktion tiber m € N.

e m = 0: Dann besteht ¢ nur aus k2 = 1 Knoten.

e m~ m + 1: ¢ besitzt j Unterbdume ¢1,...,t; mit j <k, in denen die Pfade die Lénge < m haben
(siehe Abbildung 5.7). Nach Induktionsvoraussetzung ist fiir jeden der Unterbéume tq,...,t; die
Anzahl der Bliatter < k™. Damit ist in ¢ die Anzahl der Blitter < j-k™ < k-k™ = k™t

X 5.2.2

Abbildung 5.7: Zum Induktionsschritt des Beweises von Lemma 5.2.2

Wir sind jetzt vorbereitet fiir den Beweis des Pumping-Lemmas.
Beweis: Sei G = (N, X, P, S) eine kontextfreie Grammatik mit L(G) = L. Wir setzen:

e k& = Wortlange der langsten rechten Seite einer Produktion aus P, wenigstens jedoch 2;
e m=|NJ;
e und p = k™1,

Sei jetzt z ein Wort in L mit |z| > p. Dann gibt es einen Parsebaum ¢ von S nach z in G, in dem es
kein Teilstiick gibt, das einer Ableitung der Form B —, B (siche Abbildung 5.8) entspricht. Jedes solche
Teilstiick konnte ndmlich aus ¢t entfernt werden, ohne dass das abgeleitete Wort z verdndert wiirde.

Wegen der Wahl von k und |z| hat ¢ einen Verzweigungsgrad < k und > k™T! Blitter. Also gibt es
nach dem vorangegangenen Lemma (bzw. dessen logischer Kontraposition) in ¢ einen Pfad der Linge
> m + 1. Auf diesem Pfad liegen > m + 1 > |N| innere Knoten (die Wurzel mitgezéhlt), so dass es eine
Wiederholung eines Nichtterminalsymbols bei der Beschriftung dieser Knoten gibt. Wir bendtigen diese
Wiederholung in einer speziellen Lage.

Unter einem Wiederholungsbaum in t verstehen wir einen Unterbaum von ¢, in dem sich die Beschriftung
der Wurzel bei einem weiteren Knoten wiederholt. Wir wihlen jetzt in ¢ einen minimalen Wiederholungs-
baum %y, d.h. einen solchen, der keinen weiteren Wiederholungsbaum als echten Unterbaum enthilt. In
to hat jeder Pfad eine Lange < m + 1 (gerade wegen der Minimalitét). Konkret kann man einen solchen
Wiederholungsbaum finden, indem man ein Blatt wahlt, dessen Abstand zur Wurzel > m+1 ist, und den
entsprechenden Pfad von unten nach oben durchlduft, bis man zum ersten Mal ein Nichtterminalzeichen
doppelt auffindet.

Sei A die Wurzelbeschriftung von ty. Dann hat ¢ die in Abbildung 5.9 gezeigte Struktur.



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 91

Abbildung 5.8: Entfernbares Teilstiick in einem Parsebaum von z

t= S

to= A

Abbildung 5.9: Lage von tg in ¢

Aus dieser Struktur erhalten wir eine Zerlegung z = uvwxy mit
S =& uwAy —E wAry —5 uvwzy. (5.4)
Wir zeigen, dass diese Zerlegung von z den Bedingungen des Pumping-Lemmas geniigt.

(1) Nach der Wahl von ¢ gilt vz # € (weil es kein Teilstiick gibt, das einer Ableitung der Form B —¢, B
entspricht).

(2) Nach der Wahl von tg (mit Pfaden der Linge hochstens m + 1) und dem vorangegangenen Lemma
gilt Jvwz| < k™ = p.

(3) Aus (5.4) und der Kontextfreiheit von G folgt sofort, dass fiir alle i € N gilt: uvi wa'y € L(G).
X 5.2.1

Fiir 4 = 3 ist der Parsebaum von S nach wv?w '’y in Abbildung 5.10 gezeigt.
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S

Abbildung 5.10: Parsebaum fiir i = 3

Wie bei reguliren Sprachen kann das eben bewiesene Pumping-Lemma zum Nachweis benutzt werden,
dass eine bestimmte Sprache nicht kontextfrei ist.

Behauptung: Die Sprache L = {a™b"c" | n € N} ist nicht kontextfrei.

Beweis: Durch Widerspruch. Nehmen wir an, dass L kontextfrei ist. Dann gibt es nach dem Pumping-
Lemma ein p € N mit den dort genannten Eigenschaften. Betrachten wir jetzt z = aPb?cP. Da|z| =3p >p
gilt, lisst sich z zerlegen in z = wvwzry mit 1 < |vz| und [vwz| < p, so dass fiir alle i € N gilt: uviwz'y € L.
Wegen |vwz| < p kommen im Teilwort vwa von z keine a’s oder keine ¢’s vor. Deshalb werden beim
Aufpumpen zu uv*wazty héchstens zwei der Buchstaben a, b, ¢ beriicksichtigt, und mindestens einer davon
wird wegen 1 < |vz| beriicksichtigt. Solche aufgepumpten Worter liegen aber nicht in L, Widerspruch.
Also war die Annahme falsch, und L ist nicht kontextfrei. X Behauptung

Diese Anwendung des Pumping-Lemmas (wie auch die entsprechende Anwendung des Pumping-Lemmas
fiir regulére Sprachen) kann als ein Zweipersonenspiel zwischen Proponent und Opponent interpretiert
werden.

Das Pumping-Lemma-Spiel:

Gegeben: Eine Sprache L. (Oben: L = {a"b"c" | n € N}.)

Schritt 1a: Der Proponent behauptet, dass L nicht kontextfrei ist.

Schritt 1b: Der Opponent behauptet das Gegenteil und darf eine Zahl p wahlen, von der er meint, dass
sie die Bedingung des Lemmas 5.2.1 erfiillt.

Schritt 2a: Der Proponent darf z wéhlen (in Kenntnis und auch in Abhéngigkeit von p).

(Oben: z = aPbPcP.)

Schritt 2b: Der Opponent darf z in uvway aufteilen, wobei die Beschrankungen 1 < |vz| und |vwz| < p
erfiillt sein miissen.

Schritt 3a: Wenn der Proponent jetzt ein i so wihlen kann, dass das Wort uv'wa’y nicht in L liegt, hat
er gewonnen. (Oben: wéhle ¢ = 0 oder 7 beliebig, aber > 2.)

Gibt es fiir dieses Spiel eine Gewinnstrategie fiir den Proponenten, ist L nicht kontextfrei.
Ende des Pumping-Lemma-Spiels
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Mit dem Pumping-Lemma l&sst sich auch zeigen, dass kontextfreie Grammatiken nicht ausreichen, um die
Syntax von hoheren Programmiersprachen wie etwa Modula-2, C oder Java wollstdndig zu beschreiben.
Obwohl die Grundstruktur der syntaktisch korrekten Programme oft mit Hilfe kontextfreier Grammati-
ken (entweder in — erweiterter — BNF-Notation oder durch Syntaxdiagramme) beschrieben wird, gibt es
syntaktische Nebenbedingungen, die kontextsensitiv sind, zum Beispiel die Bedingung, dass jede Varia-
ble vor ihrem Gebrauch deklariert sein muss. Solche Bedingungen werden daher bei der Definition von
Programmiersprachen zusitzlich zur kontextfreien Grundstruktur der Programme genannt. Ein Uberset-
zer iiberpriift diese kontextsensitiven Bedingungen zum Beispiel durch Anlegen geeigneter Tabellen zum
Abspeichern der deklarierten Variablen.

5.3 Kellerautomaten

Bisher haben wir kontextfreie Sprachen iiber die Erzeugbarkeit von Grammatiken definiert. Wir wollen
jetzt die Erkennbarkeit bzw. die Akzeptierbarkeit dieser Sprachen durch Automaten untersuchen. Unser
Ziel ist eine Modifikation des Modells des endlichen Automaten, so dass genau die kontextfreien Sprachen
erkannt werden kénnen.

Die Schwiche der endlichen Automaten ist das Fehlen eines Speichers fiir unbeschriinkt grofie Informa-
tionen. Intuitiv kann ein endlicher Automat die Klammersprache Ly = {a"b™ | n € N} deshalb nicht
erkennen, weil Information iiber die Anzahl der bisher gelesenen Zeichen a nur in der (endlichen) Zu-
standsmenge gespeichert werden kann; wenn ein endlicher Automat z.B. p Zusténde hat, scheitert er bei
der Erkennung von L spétestens an einem Wort mit p+1 Buchstaben a und p+1 Buchstaben b. Wir
bendétigen also eine Methode, um unbeschrinkt Information speichern zu kénnen.

Dazu betrachten wir sogenannte Kellerautomaten oder Pushdown-Automaten. Das sind im Wesentlichen
endliche Automaten, erweitert um einen Speicher, der zwar unbeschrinkt viel Information aufnehmen
kann, auf den aber nur sehr eingeschrinkt zugegriffen werden kann. Der Speicher ist als Keller oder
Stack oder Pushdown-Liste organisiert, bei dem nur auf das jeweils oberste Symbol zugegriffen werden
kann. Die Transitionen eines Kellerautomaten hiingen vom aktuellen Zustand, dem gelesenen Symbol des
Eingabewortes und dem obersten Symbol des Kellers ab; sie verdndern den Zustand und den Inhalt des
Kellers (siehe Abbildung 5.11).

5.3.1 Definition und Beispiel

Definition 5.3.1 KELLERAUTOMAT

Ein (nichtdeterministischer) Kellerautomat (oder Pushdown-Automat), kurz PDA, ist ein 7-Tupel K =
(@, 2,1, Zy,9,qo, F') mit folgenden Komponenten:

1. @ ist eine endliche Menge von Zustdinden.

2. Y ist das Fingabealphabet der Maschine.

3. T'ist das Kelleralphabet. Intuitiv enthélt I' alle Zeichen, die als Kellerelemente von K vorkommen.
4. Zy € T ist das Startsymbol das Kellers.

5.0 C (@xT'x(BU{e})) x (@xT*) ist die Ubergangs- oder Transitionsrelation.



94 Vorlesungsskript von E. Best / Stand: 11. Februar 2006

a a a b b b a Eingabewort

—— Leserichtung

Oberstes
c
19 A Symbol
endliche
Kontrolle Keller: A
B

Abbildung 5.11: Skizze eines Kellerautomaten

6. qo € Q ist der Anfangszustand.
7. F C Q ist die Menge der Endzustdinde. X 5.3.1

In dieser Definition ist die Ubergangsrelation

d C (QxIx(ZU{e})) x (@xT™)

vor allem zu beachten. Im Vergleich mit endlichen Automaten:

5 C (QxT)x Q

taucht auf der linken Seite auch noch die Menge I' auf (das bedeutet Abhéngigkeit vom obersten Keller-
symbol) und auf der rechten Seite auch die Menge I'* (das bedeutet eine Zeichenkette, die das oberste
Kellersymbol ersetzt). Aufierdem lassen wir neben den bislang bekannten Ubergiingen, durch die ein Zei-
chen eines Eingabewortes gelesen wird, auch sogenannte spontane Uberginge zu, die durch ,Lesen eines
¢“ umschrieben werden; deshalb steht auf der linken Seite die Menge YU{e} (und nicht nur ¥). Spontane
Ubergiinge werden noch separat zu motivieren sein.

Im Zusammenhang mit Kellerautomaten benutzen wir folgende typische Buchstaben:
a,b,ce X,
u, v, w € X*,
aeXU{e},
q€Q,
A B, Z €T,
yeTI™.
Die Elemente ((¢, Z, ), (¢, By ... Bi)) € ¢ heiflen Transitionen. Statt ((¢, Z, a),(¢', B ... By)) € ¢ schrei-

ben wir oft — wie frither —

(0%
(Q1Z) I (qlvBl~~~Bk) .
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Wir haben dabei folgende anschauliche Vorstellung:

e ¢ ist der alte Zustand,
e Z ist das momentan gelesene oberste Kellersymbol, das durch den Ubergang geldscht wird;

e falls @ = a € ¥, handelt es sich um einen Ubergang, bei dem das Zeichen a des Eingabewortes
gelesen wird;

e falls o = ¢, handelt es sich um einen spontanen Ubergang, bei dem kein Zeichen des Eingabewortes
gelesen wird;

e ¢ ist der neue Zustand;

e B ...By ist das Wort, das — nach Léschen von Z — auf den Keller zuoberst geschrieben wird (mit
B; als neuem oberstem Kellersymbol, falls £ > 1).

Eine Transition (g, Z) 2, (¢, By ...Bg) mit a € X besagt also: ist ¢ der aktuelle Zustand und Z das
oberste Kellersymbol, so liest der Kellerautomat das Eingabesymbol a, geht in den Zustand ¢’ iiber und
ersetzt an der Kellerspitze das Symbol Z durch das Wort Bj ... By. Es gibt dabei zwei Fille: entweder
ist kK # 0, d.h. By... By # ¢, und dann ist B; das neue oberste Kellersymbol; oder es gilt £k = 0, d.h.
B; ...B = ¢, und dann ist das unter Z im Keller stehende Symbol das neue oberste Kellersymbol, oder
(falls ein solches nicht existiert) der Keller ist leer.

€
Analog besagt eine Transition (¢, Z) — (¢’, By ... Bg): im Zustand ¢ und Z als oberstem Kellersymbol
kann der Kellerautomat selbststéindig (spontan, d.h. ohne einen Eingabebuchstaben zu lesen) in den
Zustand ¢’ iibergehen und an der Kellerspitze Z durch By ... By ersetzen.

@
Ist By...By = &, so spricht man bei einer Transition (¢, Z) — (¢’, By ... By) von einem pop-Schritt,
da das oberste Kellersymbol einfach nur entfernt wird. Ist £ > 2 und By = Z, so spricht man bei einer

Transition (g, Z) -, (¢', B; ... By) von einem push-Schritt, da das (nicht leere) Wort By ... Bi_1 an der
Kellerspitze hinzugefiigt wird (oberhalb von Z). Besonders interessant ist der Fall £ = 2 (und By = Z);
dann handelt es sich um ein ,einfaches push*: ein einziges Zeichen, By, wird einfach nur auf den Keller
gelegt. Beliebige Schritte eines Kellerautomaten kénnen im Prinzip (und mit Hilfe zusétzlicher, spontaner
Ubergiinge) durch eine Kette von pop- und (einfachen) push-Schritten simuliert werden.

Ist der Keller einmal vollsténdig leer, kann ein Kellerautomat keine weitere Bewegung machen, denn jeder
Ubergang setzt ein an der Kellerspitze befindliches Kellerzeichen voraus. Anfénglich ist ein Keller nie leer,
er besteht allerdings nur aus dem Zeichen Z.

Um das Verhalten und die Sprachakzeptanz von Kellerautomaten formal zu definieren, erweitern wir
zuerst die Transitionsrelation. Dazu bendtigen wir den Begriff der Konfiguration eines Kellerautomaten.
Eine Konfiguration beschreibt einen Zustand und einen Kellerinhalt.

Definition 5.3.2 KONFIGURATIONEN UND ERWEITERTE TRANSITIONSRELATION
Sei K =(Q,%,T, Zy, 6, qo, F') ein Kellerautomat.

e Uunter einer Konfiguration von K verstehen wir ein Paar (¢,v) € @ x I'*, das den momentanen
Zustand ¢ und den momentanen Kellerinhalt v von K beschreibt.
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a
e Fiir jedes a € X U {e} ist — eine zweistellige Relation auf den Konfigurationen von K, die wie
folgt definiert ist:

(0:7) — (¢',7), falls 3Z €T Fyg, 71 € T*:
vy=2Zv und v =7y und ((¢,Z,a),(qd,m)) €.

. « . ., . .
Wir nennen — die a-Transitionsrelation auf den Konfigurationen.

w
e Fiir jedes Wort w € X* ist = eine zweistellige Relation auf den Konfigurationen von K, die
induktiv definiert ist:

g
w—c: (27) = (¢.7). falls 3n > 0: (4,7) S 0...0 (¢, )
N— —

n—mal
] av € a v
w=avmitaeX,veX*: (¢v) = (¢,7), falls(q,7) = 0— 0= (¢,7).

w
Wir nennen = die erweiterte w-Transitionsrelation auf den Konfigurationen. X 5.3.2

Es gelten (direkt nach Definition) die folgenden Eigenschaften. Fiir alle « € ¥ U {e},a1,...,a, € ¥ und
wy, wq € X* gilt:

o «

(q,7) — (¢',7) = (¢,7) = (d',7).
a1 ...0n € a € € a €
o 1 n o
(¢,7) == (,7) & (¢,7)=o0o—o0o=...=0—o0=(¢,7)
a1 a

n
& (¢,7)=o...0o=(¢,7).

W1ws ’oAt w1 W2 ’oAt
(¢,7) == (¢,7) & (7)== (d,7).

Fiir Kellerautomaten gibt es zwei Varianten von Sprachakzeptanz, die wir jetzt definieren kénnen.

Definition 5.3.3 AKZEPTANZ
Sei K = (Q,%,T, Zy, 6, qo, F) ein Kellerautomat.

w
K akzeptiert ein Wort w € X* mit Endzustand, falls 3¢ € F 3y € T*: (q0, Zo) = (¢,7). Die von K mit
Endzustand akzeptierte Sprache ist

L(K) = {w € ¥" | K akzeptiert w mit Endzustand}.

w
K akzeptiert ein Wort w € £* mit leerem Keller, falls 3¢ € Q: (qo0, Zo) = (q,¢€). Die von K mit leerem
Keller akzeptierte Sprache ist

L.(K) ={w € ¥ | K akzeptiert w mit leerem Keller }. 2 5.3.3
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Beispiel L; (Fortsetzung):

Wir konstruieren einen Kellerautomaten, der die Klammersprache Ly = {a™b™ | n € N} mit Endzustand
akzeptiert. Dazu setzen wir K1 = ({qo,q1,92},{a,b},{a,Z},Z,6,q0,{q0}), wobei § aus den folgenden
Transitionen besteht:

0 @2 — (@a2)
(2)  (q1,0) 7 (q1,aa)
(3) (q1.a) — (q2,¢)
@ (@) (@)
(5) (22:2) — (qo,€).

Zum Beispiel wird das Wort aaabbb folgendermaflen akzeptiert:

a
i a
LWLLLLWL -,
2l el el ) 5y 2] 5y e < 2l 57
qo q1 q1 q1 q2 q2 q2 4o

Im Allgemeinen akzeptiert K1 das Wort a™b™ fiir n > 1 durch 2n+1 Transitionen, die wir der Deutlichkeit
halber mit ihren Nummern (1) bis (5) indiziert haben:

a a a a

(90, Z2) —q) (q1,02) —2) (q1,002) —@) --- —@) (@,a"2)
b nilZ n72Z b b Z
—(3) (q2,a ) 7 (4) (q2,a ) —4) - T 4) (q1,Z)

g
— ) (q0,€).

ab" €
Damit gilt fiir n > 1 die Beziehung (g0, Z) = (qo,¢). Fiir n = 0 gilt trivialerweise (qo, Z) = (qo, Z).
Da gy Endzustand von K ist, folgt L; C L(K4).

Fiir die Inklusion L(K;) C Ly analysieren wir das Transitionsverhalten von K;. Dazu indizieren wir die
Transitionen wie eben. Wir stellen zunéchst fest, dass Ky deterministisch ist, d.h., beim buchstabenweisen
Lesen eines gegebenen Eingabewortes ist jeweils genau eine Transition anwendbar. Es sind genau die
folgenden Transitionssequenzen moglich, wobei n > m > 0 gilt:
a a n .
(90, Z) —q) © (—>(2)) (q1,a"*12) einmal (1), gefolgt von n-mal (2)
a a noph b m _ . .
(g0, Z) — ) © (—>(2)) o —3) 0 —) (g2, 0" ™2Z) nach (3) wird kein a mehr gelesen
a a nop b "oog )
(90, Z) —(1) ° (—>(2)) o—@y ol —@ | °—@ (go,€) () geht nur mit n = m.

Daher akzeptiert K; nur Worter der Form a"b™. Insgesamt gilt also L(K) = Lq.
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Wir bemerken ferner, dass bis auf den Fall n = 0 der Automat K7 alle Worter a™b™ mit dem leeren Keller
akzeptiert; es gilt L. (K1) = {a™b" |n > 1} = L(K1) \ {e}.

Ende des Beispiels L; (Fortsetzung)

Achtung! In vielen Lehrbiichern wird der Begriff ,, Konfiguration“ als Tripel (q, w, v) gefasst,
wobei die zusétzliche Komponente w das noch nicht gelesene Eingabewort bedeutet. Ein
Schritt eines Kellerautomaten wird dann als

(q,av,7) % (¢',v,v') ( a wird gelesen; v € ¥* )
bzw. als  (¢,v,7) — (¢,v,7')  ( spontaner Ubergang; v € ¥* )
beschrieben. Akzeptanz wird dann so definiert, dass eine Konfiguration (g, €, y) erreicht wird,
worin ¢ € F (Akzeptanz durch Endzustand) oder v = & (Akzeptanz durch leeren Keller) gilt.

Neben den formalen gibt es keine inhaltlichen Unterschiede zwischen diesen Definitionen.
Schreibt man Konfigurationen als Tripel, sind die Zeichen oberhalb des — entbehrlich: statt
(q,av,7) - (¢',v,7) oder (q,v,7) — (¢’,v,7') kénnte man ohne Informationsverlust auch
(g,av,vy) — (¢',v,7") bzw. (¢,v,7) — (¢’,v,7’) schreiben. In der Zweitupelschreibweise
(g,7) darf das Zeichen (a bzw. €) iiber dem Pfeil — aber nicht weggelassen werden.

5.3.2 Aquivalenz der Akzeptanzbedingungen

Wir wollen jetzt zeigen, dass die beiden Akzeptanzbedingungen dquivalent in Bezug auf die akzeptierte
Sprachklasse sind. Dazu bendtigen wir das folgende Top-Lemma. Es besagt anschaulich, dass Verénde-
rungen an der Spitze (dem Top) des Kellers unabhiingig vom tieferen Inhalt des Kellers sind.

Lemma 5.3.4 Topr DES KELLERS

Sei K = (Q,%,T, Zo, 9, qo, F) ein Kellerautomat. Dann gilt fiir alle w € ¥*, q,¢' € Q, Z € T und vy € T'*:
w w

wenn (q, Z) = (¢, €), so auch (¢, Z2v) = (¢',7).

Beweis: Weggelassen. Der Beweis ist einfach: man zeigt (durch Induktion iiber die Linge von Uber-
gangsfolger’l‘), dass der Teil des Kellers, der unterhalb des obersten Elements steht, keine Rolle bei den
jeweiligen Ubergingen spielt. X 5.34

Satz 5.3.5 AKZEPTANZ

(1) Zu jedem Kellerautomaten A kann ein Kellerautomat B mit L(A) = L.(B) konstruiert werden.

(2) Zu jedem Kellerautomaten A kann ein Kellerautomat B mit L.(A) = L(B) konstruiert werden.
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Beweis: Sei A = (Q, %, T, Zp,04,q0, F).

Zu (1): Die Beweisidee ist einfach: B arbeitet wie A und leert von Endzustéinden aus den Keller. Es
muss jedoch darauf geachtet werden, dass B durch Eingabeworter, die A nicht akzeptiert, die aber bei A
zu leerem Keller fithren, nicht auch schon einen leeren Keller erhélt. Deshalb benutzt B ein zusétzliches
Symbol # zur Markierung des Kellerbodens. Genauer konstruieren wir:

B = (QU {QBaQE}7E7FU {#}a#aéBaQva)

mit ¢p, ¢:¢Q und #¢I" und folgender Transitionsrelation:

—B = {((qB7 #a 8)a (QOa ZO#))} wStarten von A«

U —q ,Arbeiten wie A“

U {(((], Z,€), (QE75)) | geF.Zel'U {#}}
U {((ge; Z,2), (ge,€)) | Z € T U {#}}

Dann gilt fiir alle w € ¥*,g € F und v € I'*:

,Leeren des Kellers“

(40, Z0) =>4 (¢,7) gdw. (a5, %) ——5 (40, Zot) =55 (@,7%) =5 (-, 2).

(Hier wird das Top-Lemma angewandt: B kann A simulieren, weil das unterste Zeichen # dabei keine
Rolle spielt.) Man erhélt also L(A) = L.(B).

Zu (2): Beweisidee: B arbeitet wie A, benutzt aber ein zusitzliches Symbol # zur Markierung des
Kellerbodens. B hat das Zeichen # als Kellerstartsymbol und pusht zunéchst Zy iiber #. Wenn B das
Zeichen # danach sieht, hat A seinen Keller geleert, und B geht in einen Endzustand iiber. Die genaue
Konstruktion von B ist eine Ubungsaufgabe. X 5.3.5
Beispiel IE. (zu Teil (2) des Beweises):

Wir konstruieren einen if /else-Fehlererkennungsautomaten, der anzeigt, dass in einem Programm einem
else (symbolisiert durch das Eingabezeichen e) kein passendes zuvor vorkommendes if (symbolisiert
durch das Zeichen i) zugeordnet werden kann. Das ist dann der Fall, wenn fiir ein gerade gelesenes
else die Anzahl der bislang gelesenen if um 1 kleiner ist als die Anzahl der bislang gelesenen else.
Wir benutzen also einen Keller, um die Differenz zwischen den gelesenen if und den gelesenen else zu
beobachten, und wir suchen das erste Vorkommen eines solchen Fehlers. Beim Lesen eines if wird ein
Kellerzeichen gepusht, beim Lesen eines else wird der Keller gepopt, und es ist nur ein Zustand nétig:

1E. = ({4}, {i,e}, {2}, Z,6,4,0)
mit 0: (¢, 2) L (¢, Z7)
(0.2) = (¢.2).
Dann gilt, wie gewiinscht,
L.(IE.) = {we{ie}"| ngut(w), und fiir jeden Préfix v von w mit v # w gilt gut(v) }.

Dabei soll das Préadikat gut(z) fiir ein Wort x € {i,e}* gelten, wenn die Anzahl der is in = grofler oder
gleich der Anzahl der es in x ist.
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Wir wandeln diesen Automaten nun geméfi Punkt (2) des Beweises in einen Automaten IE mit L.(IE.) =
L(IE) um. IE hat ein neues Kellerzeichen # und zwei neue Zustéinde, einen Anfangszustand, von dem
aus Z auf den Keller gelegt wird, und einen Endzustand, der erreicht wird, wenn IE. seinen Keller geleert
hat:

[E = ({p’ q7 T‘}?{Z‘7 e}’ {#7 Z}7 #7 67p7 {T})

mit d:  (p,#) -, (g, Z#) ( Z wird auf den Keller gelegt )
(0.2) - (0.22)
(¢.2) = (a.¢)

(q,#) £, (r,e) ( IE. hat Keller geleert, also ~» Endzustand )

( arbeite wie IE. )

Ende des Beispiels IE.

Auf Grund von Satz 5.3.5 erhebt sich die Frage, warum beide Begriffe definiert worden sind und wieso
nicht die Akzeptanz durch Endzustéinde (wie bei endlichen Automaten) geniigt. Das hat hauptséchlich
technische Griinde, denn fiir den Beweis des Hauptsatzes iiber Kellerautomaten (dass kontextfreie Gram-
matiken genau das Gleiche leisten wie Kellerautomaten, siche den néchsten Abschnitt) ist die Akzeptanz
durch leeren Keller viel giinstiger als die Akzeptanz durch Endzustédnde.

5.3.3 Aquivalenz von Kellerautomaten und kontextfreien Grammatiken

Wir wollen jetzt zeigen, dass die nichtdeterministischen Kellerautomaten genau die kontextfreien Sprachen
(mit leerem Keller) akzeptieren. Zunéchst konstruieren wir zu einer gegebenen kontextfreien Grammatik G
einen Kellerautomaten, der einen nichtdeterministischen ,, Top-down-Parser” der Sprache L(G) darstellt.

Satz 5.3.6 KONTEXTFREIE GRAMMATIK ~» KELLERAUTOMAT

Zu jeder kontextfreien Grammatik G kann man einen nichtdeterministischen Kellerautomaten K mit
L.(K) = L(G) konstruieren.

Beweis: Sei G = (N, 3, P, S). Wir konstruieren K (akzeptierend durch leeren Keller) so, dass die Links-
ableitungen in G simuliert werden. K hat nur einen Zustand:

K = ({q}7Z7NUZ7S’67q7®)7
wobei die Transitionsrelation § aus den folgenden Transitionstypen besteht:
(1) (0,4) > (g.u) falls (A —u) € P,
(2) (g,a) = (g,e) fallsaeX.

Die Arbeitsweise von K ist folgendermaflen. Zunéchst steht S im Keller. Eine Regelanwendung (A — u)
der Grammatik wird im Keller nachvollzogen, indem das oberste Kellersymbol A durch w ersetzt wird.
Stehen dann Terminalsymbole an der Kellerspitze, so werden sie mit den Symbolen des Eingabewortes
verglichen und bei Ubereinstimmung aus dem Keller entfernt. Auf diese Weise wird schrittweise eine
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Linksableitung des Eingabewortes durch K hergestellt. Gelingt diese Ableitung, so akzeptiert K das Ein-
gabewort mit dem leeren Keller. Die Anwendung der Transitionen vom Typ (1) ist nichtdeterministisch,
wenn es mehrere Regeln mit der linken Seite A in P gibt. Der Zustand ¢ spielt beim Transitionsverhalten
von K keine Rolle, muss aber der Vollsténdigkeit halber bei der Definition von K angegeben werden.

Um zu zeigen, dass L.(K) = L(G) gilt, untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Linksableitun-
gen in G und Transitionsfolgen in K genauer. Dabei benutzen wir fiir Worter w € (N U X)* folgende
Abkiirzungen:

e wy ist der langste Prifix von w mit wy, € X*,
e wpg ist der Rest von w, definiert durch w = wswg.

Behauptung 1:
Fir alle A € N, w € (N UZX)*, n > 0 und Linksableitungen

A -G ... —G W
[ —

n—mal

w
der Liinge n gilt (g, A) = (¢, wRr)-

Beweis mit Induktion iiber n:

€
e n = 0: Dann ist w = A, also wy = ¢ und wr = A. Trivialerweise gilt (¢, ) = (g, 4).
e n~ n+ 1: Wir analysieren den letzten Schritt einer Linksableitung der Lange n + 1:

A —g ... =g W = wsBv —g Wsuwv=w
—_————

n—mal

fiir BEN und w,ve(NUX)* mit (B—u) € P. Nach Induktionsvoraussetzung gilt

Wy,
(¢,4) = (¢, Bv).
Mit dem Transitionstyp (1) folgt

(¢, Bv) = (q,uv)

wegen (B—u) € P. Mit dem Transitionstyp (2) (|(uv)s|-mal angewendet) gilt auBerdem

@w) L (g o)),

Da wy, = (Wguv)y = Wx(uv)s und wr = (Wxuv)g = (uv) g gilt, erhalten wir insgesamt
Wx

JA) = (g, .
(¢, A) (¢, wr) X Behauptung 1
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Behauptung 2:
Firalle Ae N,m >0, ai,...,a, € ZU{e}, 70,-..,7m € (NUX)* und alle Transitionsfolgen

(0 A)=(0:7) =5 (¢n) - 22 (g 7m)

der Lange m gilt A —& a1... mYm.

Beweis mit Induktion iiber m:

e m = 0: Dann ist v, = A und die Transitionsfolge besteht nur aus (g,79) = (¢, A). Trivialerweise
gilt A =5 A

e m ~> m + 1: Wir analysieren die letzte Transition

Om41
(¢, 9m) —— (¢ Ym+1)-

Nach Induktionsvoraussetzung gilt A —% a1...amym.
Fall o, 41=¢:

Dann wurde Transitionstyp (1) angewandt und die Transition ist von der Form
€
(q7 'Ym):(qy B’U) - (q7 UU)Z(Qa ’merl)

fiir gewisse B € N und u,v € (NUX)* mit (B—u) € P. Damit gilt:

A =L o...onBu ( wegen der Induktionsvoraussetzung )
=G Q1...QuuL ( wegen (B—u) € P)

= Q1. Qi1 Yme1  (wegen a1 = und e = uv ).

Fall a1 1=a € X:
Dann wurde Transitionstyp (2) angewandt und die Transition ist von der Form
a
(anm) = (Qa ClU) - (Q7v) = (Q”ym-i-l)

fiir ein gewisses v € (NUX)*. Dann gilt

A =5 og...onav ( wegen der Induktionsvoraussetzung )

= Q1. .QpQmie1Yme1  ((wegen a1 = a und Y1 =0 ). 5 Behauptung 2
Aus den Behauptungen 1 und 2 folgt insbesondere, dass fiir alle Worter weX™* gilt:
w
S - w & (.9 = (g9)
< K akzeptiert w mit leerem Keller.

Also gilt L.(K) = L(G), wie behauptet. X 5.3.6
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Beispiel L; (Fortsetzung):

Wir betrachten noch einmal die Sprache L; = {a™b" | neN}. Wir hatten bereits gesehen, dass diese
Sprache durch die kontextfreie Grammatik G1 = ({S}, {a, b}, P1,S), wobei P; aus den Produktionen

S — e | aSb

besteht, erzeugt wird: L(G1) = L1. Die im obigen Beweis benutzte Konstruktion liefert den Kellerauto-
maten

K, = ({Q}v {av b}7 {S>a7 b}7 S,9d,q, w)a

wobei die Transitionsrelation § aus folgenden Transitionen besteht:

(la) (¢.8) — (q,¢) (von S —¢)

(16) (q,9) =, (g,aSb) (von S — aSh)

20) (g,0) -5 (g6)  (a wird durch a-Ubergang akzeptiert )
(2b) (q,b) L (g,¢) (b wird durch b-Ubergang akzeptiert ).

Aus dem Beweis folgt: L.(K,) = L(G1). Zur Veranschaulichung sei die Transitionsfolge von K; beim
Akzeptieren von aabb betrachtet:

a

a S

€ a S € u a E € b b b

(1b) (2a) (1b) (2a) (1a) (2b) (2b)

q q q q q q q q

Ende des Beispiels L; (Fortsetzung)

Jetzt konstruieren wir umgekehrt zu jedem gegebenen Kellerautomat eine passende kontextfreie Gram-
matik.

Satz 5.3.7 KELLERAUTOMAT ~» KONTEXTFREIE GRAMMATIK

Zu jedem Kellerautomaten K kann man eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L.(K) konstruieren.
Beweis: Sei K = (Q,X%,T', Zy, 6, qo, F'). Wir konstruieren G = (N, 3, P, S) mit
N = {S} U {[eZd]|q.q'€Q und ZeT'}.
G soll die Rechenschritte von K durch Linksableitungen simulieren. Die Idee fiir die Nichtterminalsymbole
[¢Zq'] ist folgende:
(1) Von [gZ¢] aus sollen in G alle Worter w € ¥* erzeugt werden, die K von der Konfiguration (¢, Z)

w
aus mit leerem Keller und dem dann erreichten Zustand ¢’ akzeptieren kann: (¢,2) = (¢, ¢).
Oder: ,K kann von ¢ in ¢’ {ibergehen und insgesamt Z vom Keller entfernen*.
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(2) Eine Transition (g, 2) 2, (ro,Z1...2Zy) (k> 1) von K fiithrt deshalb in G zu folgenden Produk-

tionen:

[quk] — (6% [7“0217“1] [’I“lzg’l“g] [Tk_lzk’l“k]

»Z wird entfernt“ »Z1 ... Z, wird aufgebaut, dann werden die Z; der Reihe nach entfernt*

wobei die r1, ..., iiber ganz @ laufen. Von [rgZ1r1] aus werden die Worter erzeugt, die von K bis
zum Abbau des Symbols Z; akzeptiert werden, von [ri Zsra| die Wérter, die von K bis zum Abbau
des Symbols Z5 akzeptiert werden, usw. Die Zwischenzustédnde r1,...,rx—1 sind diejenigen, die K
unmittelbar nach dem Abbau der Symbole Z1,..., Z,_1 erreicht.

Fiir £ = 0 wird eine entsprechende Regel eingefiihrt.
Insgesamt besteht P aus den folgenden Produktionen:

e Typ (1): (S — [q0Zor]) € P,
fiir alle r € Q.

e Typ (2): Fiir jede Transition (¢, Z) 2, (ro,Z1...2Z;) mit @« € ZU{e} und k> 1in K:
([qZrk] — a[roZiri] [r1Zars] ... [rk—1Zrri]) € P,
mit allen Kombinationen von rq,...,7r; € Q.

e Typ (3): Fiir jede Transition (g, Z) 2, (r,e) in K:
([¢Zr] - ) € P.

Um zu zeigen, dass L(G) = L.(K) gilt, untersuchen wir den Zusammenhang zwischen Ableitungen in G
und Transitionfolgen in K.

Behauptung 1:
Fiir alle ¢, 7€@, Zel', weX*, n>1 und Ableitungen

[¢Zr] —-¢ ... —¢ w
—_———
n—mal
w
der Linge n gilt (¢, 2) = (r,¢).
Beweis mit Induktion iiber n:

e n=1:Aus [¢Zr] —¢ w folgt wegen w € ¥*, dass es sich um den Produktionstyp (3) handelt, also
w=aecXU{e} und (¢, 2) 2, (¢, e) gilt.

!
Also gilt (¢, Z) = (¢, €) nach Definition von =.
e n~»n+ 1: Wir analysieren den ersten Schritt einer Ableitung der Linge n + 1:

[¢Zry] —a alroZiri] ... [rk—1Zkrk] —¢ .. —a¢ Qwy...wp = w,
—_——

n—mal
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wobei a € E U {e}, wy,...,wi € ¥* und
[ric1Ziri] —a ... —a w;
| —
<n—mal

fir i = 1,...,k gilt, da es sich um einen Schritt des Produktionstyps (2) handelt. Nach Definition
von P in G gilt

o
(q, Z) — (’I“U7 Zl e Zk)
mit £>1, und nach Induktionsvoraussetzung gilt

W;

(ri1,Zi) = (ri,¢€)

fir i =1,..., k. Insgesamt erhalten wir mit dem Top-Lemma:

(0%
(q,Z) — (To, YA Zk)

w1
— (7’1,Z2 .. Zk)

2 (rwe) = (dhe).

w
Also (¢, Z) = (rg,¢€), wie gewiinscht. X Behauptung 1

Behauptung 2:
Fiir alle ¢,¢'€Q, Z€l', n>1, a,...,a, € XU{e} und alle Transitionsfolgen

(QaZ) ﬂ)o".O% (q/7€)

*

der Lénge n gilt [¢Z¢'] —& oq...ap.
Beweis mit Induktion iiber n:

e n = 1: Dann gilt (¢, Z) A, (¢, e).
Nach Definition von P in G (Produktionstyp (3)) folgt [¢Z¢'] —¢ 1.
e n~»n+ 1: Wir analysieren den ersten Transitionsschritt einer Folge der Lénge n + 1:

(€3] (&%)

(q,Z) — (’I“Q,Zl...Zk) — O --+ O ()én—+)1(,

7€),
wobei k>1 gilt. Wir betrachten den Abbau des Kellerinhalts Z; ... Z. Es gibt Transitionsfolgen
a1 A1my

(ro,Z1) ———o0---0 ——— (11,€)

QL1 Akmy, ,
(rk—1,Zg) ——— 00 —— (r},€) = (¢, ¢)
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mit

Q... Optl =011« Qg « - - Okl « - - O, UDd M, ..., mp<n. (5.5)
Nach Definition von P in G (Produktionstyp (2)) gilt

[qZrk] — ai[roZir1] - [rk—1Zkrk] mit 7 = ¢/,
und nach Induktionsvoraussetzung gilt

[ri,lZiri} —%; (6775 IS aimi

fir i =1,...,k Zusammen mit (5.5) ergibt sich
[qZry] = [qZq] =& arag...any,
wie gewiinscht. X Behauptung 2

Aus den Behauptungen 1 und 2 und der Definition des Produktionstyps (1) folgern wir: fiir alle g€@ und
weX* gilt
w
S —¢ [9020q] —& w  genau dann, wenn  (qo, Zo) = (g, ¢€).

Damit gilt L(G) = L.(K). K 5.3.7
Beispiel IE. (Fortsetzung):

Wir starten mit dem Kellerautomaten
IES = ({qL{i,e},{Z}Z,é,q,@)
mit 0:  (q,2) LN (¢, Z27)
e
(qu) - (q7€)7
der die Sprache
L.(IE.) = {we{ie}"| ngut(w), und fiir jeden Prifix v von w mit v # w gilt gut(v) }

akzeptiert, und wenden die Konstruktion von Satz 5.3.7 an, um eine dquivalente kontextfreie Grammatik
zu gewinnen. Das Beispiel ist besonders einfach, weil es nur einen Zustand gibt.

e Die Grammatik hat ein Startsymbol S, fiir das es eine einzige Produktion gibt:

S — laZq).
(Im Allgemeinen: hétte der Automat n Zusténde qo, ..., g,—1 mit Anfangszustand gy, dann gébe
es fiir S genau n Produktionen S — [g0Zqo], ..., S — [¢0Zqn—-1].)

i
e Aus der Transition (¢, Z) — (¢, ZZ) des Automaten folgt eine einzige Produktion:
laZq] — ileZq][aZq].
(Im Allgemeinen: hiitte der Automat n Zustéinde qo,...,q,—1, dann gibe es fiir die Transition

(¢,2) N (¢, ZZ) genau n? Produktionen [¢Zr] — i[qZr1] [r1Z7ro] wobei sowohl 7 als auch 7
iiber die ganze Zustandsmenge variieren.)
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e
e Aus der Transition (¢, Z) — (g,¢) des Automaten folgt eine einzige Produktion:

[¢Zq] — e.

Insgesamt haben wir also die Grammatik
S— R, R—iRR, R—e,

wobei wir vereinfachend R fiir [¢Zq| gesetzt haben. Man sieht, dass S und R die gleichen Worter produ-
zieren, und dass die Grammatik deswegen noch etwas vereinfacht werden kann:

G: S§—1iS85 S—e.
Es gilt
L(G) = {w € {i,e}" | der letzte Buchstabe in w ist e und es gilt anz(i, w) = anz(e, w)—1}
also L(G) = L.(IE.), wie behauptet. Hier ist eine Beispiel-Herleitung des Wortes ieiee € L(G):
S kg 1S5 Fg ieS bg ieiSS bFg ieieS bg  ieiee.

Ende des Beispiels IF. (Fortsetzung)

Beispiel L; (Fortsetzung):
Wir betrachten einen Kellerautomaten, der die Klammersprache L; = {a"b" | n € N} mit leerem Keller
akzeptiert:

K. = ({QO7q1}7{a7b}7{a7Z}72757qO7®>
mit  5: (1) (90,2) — (90,
2) (90,2) — (q0,0)

(3) (qo,a) i’ (qo, aa)

™) (@0a) 2 (@.e)

5) (qa) = (@.9).

Nach Anwendung der Konstruktion von Satz 5.3.7 erhalten wir die folgende Grammatik:

(0) : S - [90Zq0], S - [90Zaq],

(1) [900Zq] — e,

(2): [90Zq] — algoaqol, [@0Zq] — algoaq],

(3): [goaqo] — algoaqo] [g0aqo), [q0aq] — algoaq][qi1aqo],
[qoaq1] — alqaqo] [gaq1], [qaqi] — algaq][qiaq],

4): [goaq:] — b,

(5): [paq] — b,
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oder etwas iibersichtlicher aufgeschrieben:

0): § — A, S — B,

1): A — ¢

(2): A — aC, B — aD,

3): ¢ —- aCC, C — aDE,
D — aCD, D — aDF,

4): D — b,

(5): F — b,

die folgendermafBien vereinfacht werden kann (Begriindung: S — B, B — aD kann zu S — aD zusam-
mengezogen werden, E und dann auch C sind unnétig, usw.):

G: S—e|aD, D—aDF | b F—b.
Hier ist eine Beispiel-Herleitung des Wortes aabb € L(G):
S Fg aD Fg aaDF Fg aablF Fg  aabb.

Ende des Beispiels L; (Fortsetzung)

Zusammen genommen bedeuten die beiden Sitze 5.3.6 und 5.3.7 die effektive Aquivalenz von kontextfreien
Grammatiken und Kellerautomaten.

Auflerdem folgt aus den Sétzen, dass jeder Kellerautomat #dquivalent umgebaut werden kann zu einem
Automaten, der genau einen Zustand hat. Sei ndmlich K ein beliebiger Kellerautomat. Durch Satz 5.3.7
gewinnen wir eine dquivalente kontextfreie Grammatik G und durch Satz 5.3.6 dann einen ebenfalls
dquivalenten Kellerautomaten K’, der nur einen Zustand hat und mit leerem Keller akzeptiert. (Fiir
Akzeptanz mit Endzustand gibt es keine allgemeine Konstruktion, die nur einen Zustand liefert.)

5.4 Abschlusseigenschaften

Wir untersuchen jetzt, unter welchen Operationen die Klasse der kontextfreien Sprachen abgeschlossen
ist. Im Unterschied zu den reguléren Sprachen haben wir folgendes Resultat.

Satz 5.4.1 ABSCHLUSSEIGENSCHAFTEN KONTEXTFREIER SPRACHEN
Die Klasse der kontextfreien Sprachen ist abgeschlossen unter den Operationen

(i
(ii

(iil) Iteration,

Vereinigung,

Konkatenation,

—_ e =

(iv) Durchschnitt mit reguldren Sprachen.
Dagegen ist die Klasse der kontextfreien Sprachen nicht abgeschlossen unter den Operationen
(v) Durchschnitt,

(vi) Komplement.
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Beweis:

Seien L1, Ly C X* zwei kontextfreie Sprachen. Dann gibt es kontextfreie Grammatiken G; = (N1, %, Pp, S1)
mit L(G1) = Ly und Go = (N2, 3, Py, S2) mit L(G2) = Ls. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann
man N; und Ny so wihlen, dass NyNNy = ) gilt. Wir zeigen zunéchst, dass Ly U Lo, Ly - Ly und L}
kontextfrei sind, d.h. die Teile (i), (ii) und (iii) des Satzes. Sei dazu S ¢ N1UN; ein neues Startsymbol.

Beweis von (i): Wir betrachten die kontextfreie Grammatik G = ({S}UN{UN2, X, P, S) mit
P = {Sﬂsl,SHSQ} U P U Ps.

Offenbar gilt L(G) = Ly U Ls.

Beweis von (ii): Wir betrachten die kontextfreie Grammatik G = ({STUN;UN2, ¥, P, S) mit
P = {S—>5152} U P U Ps.

Offenbar gilt L(G) = Ly - Lo.

Beweis von (iii): Wir betrachten die kontextfreie Grammatik G = ({S}UN1, %, P,S) mit
P = {SH&SHSlS} @] Pl.

Dann gilt S —¢ ST fiir alle n>0 und damit L(G) = Lj.
Beweis von (iv): Wir nutzen die Darstellung von kontextfreien bzw. regulidren Sprachen durch Keller-
automaten bzw. endliche Automaten aus.

Seien Ly = L(K,) fiir den Kellerautomaten K; = (Q1,%,T, Zy, 01, qo1, F1) und Ly = L(As) fiir den DFA
As = (Q2, X2, 02, qo2, F2). Wir konstruieren aus K; und Ay den Kellerautomaten

K = (QlXQ2727F7ZOa57 ((JOlaQO2)7F1><F2)»

wobei die Transitionsrelation von K so definiert ist: fiir ¢1, ¢} €Q1, g2, ¢h€Q2, Z€T, aeXU{e} und v €l'*,

(41,42), 2) — ((d},d4),7") in K

genau dann, wenn
o I s « ;.
(¢1,2) —1 (q1,7) in Ky und g2 —9 ¢4 in As.

€
Dabei soll g —2 ¢4 genau dann gelten, wenn ¢ = ¢j.

Die Relation 2, von K modelliert also das synchrone parallele Fortschreiten der Einzelautomaten K3
und As. Im Fall o = € schreitet nur K; durch einen spontanen e-Ubergang voran, wihrend der DFA A,
im aktuellen Zustand stehen bleibt.
Wir zeigen, dass fiir das Akzeptieren mit Endzusténden gilt: L(K) = L(K1)NL(A3) = L1iNLsy. Sei dazu
wW=aj...ay, €Y mit n>0 und a,€X fir i = 1,...,n. Dann gilt:

" a1 Qanp
we LK) & 3(q1,92)€ F,v€l™: ((qo1,902), Zo) = o+ -0 = ((q1,42),7)

. a1 Ay ai Qnp
& AqeF, @eF,vel™: (qo1, Zo) =1 0---0 =1 (q1,7) und go2 =2 0---0 =2 @2

& weE L(Kl) N L(AQ)
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Beweis von (v): Wir betrachten die beiden Sprachen

L = {a™b"c" | m,n >0}
und L' = {a™b™c" | m,n > 0}.

Es ist leicht, nachweisen, dass L und L’ kontextfrei sind. Zum Beispiel kann L durch die kontextfreie
Grammatik G = ({S, A, B}, {a,b, ¢}, P, S} mit folgender Produktionenmenge erzeugt werden:

S — AB,
A — elad,
B — ¢|bBe

Der Durchschnitt von L und L’ liefert jedoch die Sprache
LNnL = {a™"c"|neN},

von der wir mit Hilfe des Pumping-Lemmas bereits gezeigt haben, dass sie nicht kontextfrei ist.

Eine analoge Konstruktion wie in Teil (iv) des Beweises funktioniert hier nicht, weil auch in der konstru-
ierten Maschine nur ein einziger Keller zur Verfiigung steht. Es ist dem zweiten Kellerautomaten also
nicht moglich, gleichzeitig mit dem ersten synchronisiert zu sein, aber auch zu warten, bis die Buchstaben
¢ (statt b) zuriickgezéihlt werden kénnen.

Beweis von (vi): Diese Aussage folgt aus (i) und (v): wéren die kontextfreien Sprachen unter Kom-
plement abgeschlossen, so wiren sie auch gegeniiber Durchschnitt abgeschlossen, weil die Beziehung

5.5 Deterministisch kontextfreie Sprachen

Mit Satz 5.3.6 haben wir gezeigt, dass jede kontextfreie Sprache von einem (im allgemeinen nichtde-
terministischen) Kellerautomaten akzeptiert werden kann. Es stellt sich die Frage, ob wie bei endlichen
Automaten der Nichtdeterminismus beseitigt werden kann, d.h., ob zu einem nichtdeterministischen Kel-
lerautomaten stets auch ein (sprach-)iquivalenter deterministischer Kellerautomat konstruiert werden
kann. Diese Frage ist von grofler praktischer Bedeutung fiir die Konstruktion von Parsern fiir gegebe-
ne kontextfreie Sprachen. Wir prézisieren zunéchst den Begriff Determinismus fiir Kellerautomaten und
kontextfreie Sprachen.

Definition 5.5.1 DETERMINISTISCHER KELLERAUTOMAT

Ein Kellerautomat K = (Q,%,T', Zo, 6, qo, F) heiit deterministisch (oder DPDA), falls fiir alle ¢eQ, Z€T
und a€X gilt:

0(q, Z,a)| + 16(q, Z,€)| < 1.

Eine kontextfreie Sprache L heiflt deterministisch, falls es einen deterministischen Kellerautomaten K
mit L = L(K) gibt. X 5.5.1

Beispiele:
Die Sprache L; = {a"b" | n € N} ist deterministisch kontextfrei: direkt nach Satz 5.3.6 haben wir einen
deterministischen Kellerautomaten K7 mit L(K7) = Ly angegeben.
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Ebenso ist die Sprache PAL, = {wew® | we{a,b}*} iiber dem Alphabet {a,b,c} deterministisch kontext-
frei. Der Grund ist, dass die Mitte des Palindroms eindeutig anhand des dort vorhandenen Buchstabens
¢ erkannt werden kann. Sobald ¢ vom Automaten gelesen wird, kann der vorher aufgebaute Keller wieder
abgebaut werden.

Ende der Beispiele

Fiir deterministische Kellerautomaten gilt der Akzeptanzsatz 5.3.5 nicht, so dass wir L(K) nicht durch
L.(K) ersetzen konnen. Beispielsweise ist die Sprache {&,a} durch einen deterministischen Kellerautoma-
ten mittels Endzustéinden akzeptierbar, aber nicht durch einen deterministischen Kellerautomaten mittels
leerem Keller.

Fiir deterministische Kellerautomaten werden die e-Ubergiinge essentiell wichtig. Beispielsweise ist die
Sprache

{a'bca’ |i,j € N} U {a’b'da’ | i,j € N}

iiber {a,b,c,d} deterministisch kontextfrei, mit der intuitiven Begriindung, dass nach Erkennen eines
Buchstabens ¢ oder d der vorher aufgebaute Keller wieder abgebaut werden kann. Da aber bis dahin nicht
klar ist, ob die Anzahl der as oder der Anzahl der bs im Keller relevant ist, miissen beide gespeichert
werden, und um die ,falschen“ Buchstaben abzubauen, benétigt man e-Ubergiinge.

Wir zeigen jetzt, dass nicht alle kontextfreien Sprachen deterministisch sind. Dazu benutzen wir den
folgenden Satz.

Satz 5.5.2 ABSCHLUSS UNTER KOMPLEMENTBILDUNG

Deterministisch kontextfreie Sprachen sind unter Komplementbildung abgeschlossen.

Beweis: (Skizze.)

Man konnte versucht sein, wie bei endlichen Automaten vorzugehen und zu einem deterministischen
Kellerautomaten K = (Q, X, T, Zy, 6, qo, F') den deterministischen Kellerautomaten K’ mit Endzustands-
menge Q\F zu betrachten. Leider gilt im allgemeinen nur L(K') G ¥*\L(K). Den Grund dafiir, dass
nicht alle Worter aus dem Komplement von L(K) akzeptiert werden, bilden die nichtterminierenden
Berechnungen. Wenn z.B. eine Transition

(0,4) — (g, AA)

einmal verwendet wird, dann muss sie im deterministischen Fall immer wieder verwendet werden; der
Keller wird dann unendlich lange beschrieben, und K hilt nicht an. Falls diese Situation bei einem
Eingabewort weX* eintritt, dann gilt w¢ L(K). Die gleiche Situation tritt aber dann bei K’ auf, d.h. es
gilt auch w¢ L(K') (sofern w zu diesem Zeitpunkt nicht schon komplett abgearbeitet ist).

Man muss also zunéchst K in einen dquivalenten deterministischen Kellerautomaten umwandeln, der fiir
jedes Eingabewort nach endlich vielen Schritten anh&lt. Eine solche Konstruktion ist bei Kellerautomaten
tatsédchlich moglich, da man die Menge

{(g, A) | 3yel™ mit (¢, A) = (q,Av)}

effektiv zu K konstruieren und die entsprechenden Transitionen (g, A) = (¢/,~') streichen, bzw. geeignet
ersetzen kann. X 5.5.2
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Korollar 5.5.3 Es gibt kontextfreie Sprachen, die nicht deterministisch kontextfrei sind.

Beweis: Wiren alle kontextfreien Sprachen deterministisch kontextfrei, so wéren die kontextfreien Spra-
chen unter Komplementbildung abgeschlossen, im Widerspruch zu Satz 5.4.1. X 5.5.3

Satz 5.5.4

Deterministische kontextfreie Sprachen sind

(i) abgeschlossen gegeniiber Komplement und Durchschnitt mit requldren Sprachen,

(ii) nicht abgeschlossen gegeniiber Vereinigung, Durchschnitt, Konkatenation und Iteration.

Beweis:

Teil (i) beweist man mit Hilfe des vorangegangenen Satzes und der selben Konstruktion des nichtdeter-
ministischen Falls (sieche Abschnitt 5.4); der dort aus K7 und As gebildete Kellerautomat K ist determi-
nistisch, falls K; deterministisch ist.

(ii): Beide Sprachen L; = {a™b"c™ | m,n>0} und Ly = {a™b™c" | m,n>0} sind deterministisch kon-
textfrei, ihr Durchschnitt ist jedoch noch nicht einmal kontextfrei. Wegen LiNLs = L,UL, sind die
deterministisch kontextfreien Sprachen auch nicht gegen Vereinigung abgeschlossen.

X 5.5.4

In Abbildung 5.12 sind die bisher bekannten Abschlusseigenschaften fiir die drei Klassen der reguliren,
der kontextfreien und der deterministisch kontextfreien Sprachen tabellarisch zusammengefasst.

Die Beweise zu Konkatenation und Iteration sind weggelassen (Ubungsaufgabe).

Schnitt mit
Sprachtyp || Schnitt | Vereinigung | Komplement | Konkatenation | Iteration | regulédren
Sprachen
Chomsky-3 ja ja ja ja ja ja
det. kontextfrei nein nein ja nein nein ja
Chomsky-2 nein ja nein ja ja ja

Abbildung 5.12: Abschlusseigenschaften (Zusammenfassung)

Wir geben jetzt ein Beispiel fiir eine kontextfreie Sprache an, die nicht deterministisch kontextfrei ist:
PAL = {ww®|we{a,b}"},

die Sprache aller nicht leerer Palindrome gerader Linge iiber {a,b}. PAL ist kontextfrei; zur Erzeugung
geniigen die Produktionen

S — aa | bb | aSa | bSh.

Um zu zeigen, dass PAL nicht deterministisch kontextfrei ist, benutzen wir einen Hilfsoperator Min. Zu
einer Sprache L C ¥* sei

Min(L) = {w € L| es gibt keinen echten Priifix v von w mit veL},

wobei v echter Prdifixz von w heifit, falls v Prafix von w ist und v#w gilt.
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Lemma 5.5.5
Wenn L mit € ¢ L deterministisch kontestfrei ist, dann auch Min(L).

Beweis: Wir betrachten einen deterministischen Kellerautomaten K = (Q, %, T, Zy, 9, g0, F') mit L(K) =
L. Wegen ¢ ¢ L gilt gy ¢ F. Wir dndern K zu einem Kellerautomaten K; ab, der wie K arbeitet, aber
in jeder Transitionenfolge hichstens einmal in einen Endzustand aus F' gerdt und dann sofort anhélt.
Betrachten wir dazu einen neuen Zustand ¢; ¢ @ und definieren K; = (Q U {q1}, %, T, Zo, 61, g0, {q1})
mit

0 = {(¢Z,0,¢,7) g€ Q\Fund (¢,Z,0,q¢',7') € 6}
U {(Q7Zu€7ql7Z)|q€F7Z€F}'
K ist deterministisch, und es gilt L(K;) = Min(L(K)), weil K deterministisch ist. X 5.5.5
Satz 5.5.6

Die kontextfreie Sprache PAL ist nicht deterministisch kontextfrei.

Beweis: Annahme: PAL ist deterministisch kontextfrei. Wir konstruieren einen Widerspruch.

Wegen Satz 5.5.4 und Lemma 5.5.5 ist dann auch die Sprache
Ly = Min(PAL)N L((ab)* (ba)™ (ab)* (ba)™)

deterministisch kontextfrei. Dabei stehen (ab)™ fiir den reguliren Ausdruck ab(ab)* und (ba)™ fiir den
reguldren Ausdruck ba(ba)*. Da alle Wérter in Lo Palindrome gerader Linge ohne echten Palindrompriifix
sind, gilt

Lo = {(ab)(ba)’(ab) (ba)’ | i>j>0}. (5.6)

Insbesondere enthélt jedes Wort genau einmal das Teilwort aa (woran man seine Mitte erkennen kann)
und genau zweimal das Teilwort bb. Nach dem Pumping-Lemma 5.2.1 gibt es fiir L eine Zahl peN mit
den dort genannten Eigenschaften. Insbesondere lésst sich dann das Wort

z = (ab)PT(ba)?(ab)? (ba)PT' € Ly

zerlegen in z = wvwzy mit [vwz|<p und ve#£e. Weder v noch = kénnen das Teilwort aa enthalten, da dies
beim Aufpumpen sofort zu Wortern fithrt, die auflerhalb von Lg liegen. Also liegt v links von der Mitte
von z, x rechts von der Mitte. Wegen |vwz|<p liegen v und = aulerdem beide zwischen dem linken bb und
dem rechten bb von z. Wegen vz#e ist entweder v # ¢ oder x # ¢ oder beides. Deswegen entstehen beim
Aufpumpen entweder zu viele aa s oder zu viele bbs oder aber ein Wort (ab)?*1(ba)"(ab)®(ba)P*?, fiir das
entweder r > p+1 oder s > p+1 gilt (oder beides). Jede dieser Moglichkeiten widerspricht der Darstel-
lung (5.6) von Lg. Daher kann Lo noch nicht einmal kontextfrei sein, geschweige denn deterministisch
kontextfrei.

Dieser Widerspruch zeigt, dass unsere Annahme falsch war, und daher ist PAL nicht deterministisch
kontextfrei. X 5.5.6

Da Ly nicht kontextfrei ist, folgt aus diesem Beweis und den Abschlusseigenschaften auch, dass die
kontextfreien Sprachen nicht gegeniiber dem Operator Min abgeschlossen sind.
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Bemerkung:

Deterministisch kontextfreie Sprachen sind von besonderer praktischer Relevanz. Ein Compiler fiir ei-
ne Programmiersprache ist im Wesentlichen ein DPDA mit einigen kontextsensitiven Ergéinzungen. In
der Praxis beschrinkt man sich auf Grammatiken, denen man schon ansehen kann, dass die erzeugte
Sprache deterministisch kontextfrei ist. Eine wichtige Klasse derartiger Grammatiken sind die LR(k)-
Grammatiken. Diese haben die Eigenschaft, dass man aus k Lookahead-Zeichen (d.h. aus den k Zei-
chen rechts des gerade gelesenen Eingabezeichens) eindeutig den zur Erzeugung eines aktuellen Teilworts
notigen Rechtsableitungsschritt ersehen kann. Algorithmen zur Syntaxanalyse von LR(k)-Grammatiken
werden in den vertiefenden Vorlesungen , Formale Sprachen® bzw. ,,Compilerbau®“ behandelt.

Ende der Bemerkung

5.6 Entscheidbarkeitsfragen

Wie wir bereits gesehen haben, sind die folgenden Konstruktionen effektiv durchfiihrbar:

o Kontextfreie Grammatik ~» eingeschrénkt kontextfreie Grammatik (Abschnitt 3.2).

Kontextfreie Grammatik ~» Chomsky- oder Greibach-Normalform (Abschnitt 5.1.5).

Errechnen der Pumping-Lemma-Zahl p aus einer kontextfreien Grammatik (Abschnitt 5.2).

Kellerautomat akzeptierend mit Endzustdnden ~» Kellerautomat akzeptierend mit leerem Keller ~»
Kellerautomat akzeptierend mit Endzustéinden (Abschnitt 5.3.2).

Kellerautomat ~» kontextfreie Grammatik ~» Kellerautomat (Abschnitt 5.3.3).

Entscheidbarkeitsfragen {iber kontextfreie Sprachen kénnen daher nach Belieben iiber die Darstellung
durch kontextfreie Grammatiken (in Normalformen) oder durch Kellerautomaten beantwortet werden.
Wir untersuchen die gleichen Probleme wie fiir regulére Sprachen (vgl. Abschnitt 4.6).

Satz 5.6.1 ENTSCHEIDBARKEIT

Die Entscheidungsprobleme

e Wortproblem,
e Leerheitsproblem,

o FEndlichkeitsproblem

sind fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar.
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Beweis:

Wortproblem: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S) in Greibach-Normalform und
ein Wort w € ¥*. Die Frage lautet: Gilt w € L(G)? Der Fall w = ¢ ist sofort zu entscheiden, da G
eingeschriankt kontextfrei ist, und daraus folgt:

e€eL(G) & (S—e)eP.
Sei jetzt w # . Dann gilt:

weL(G) < In>1:8 —-g...ogw
—_————
n—mal
< (In Greibach-Normalform produziert jeder Ableitungsschritt
genau einen Buchstaben von w. }
S -G ... —G W
—_————

|w|—mal

Um w € L(G) festzustellen, geniigt es also, alle Ableitungsfolgen der Lénge |w| in G zu iiberpriifen.

Es gibt effizientere Verfahren zur Losung des Wortproblems; ein solches stellen wir nach dem Beweis
dieses Satzes vor.

Leerheitsproblem: Gegeben sei eine kontextfreie Grammatik G = (N, X, P, S). Die Frage lautet: Gilt
L(G) = 07 Sei p die nach dem Pumping-Lemma zur kontextfreien Sprache L(G) gehérige Zahl. Wie fiir
regulére Sprachen zeigt man:

LG)=0 < -JwelLGQ):|w <p.

Damit lésst sich das Leerheitsproblem entscheiden, indem fiir alle Worter weX* mit |w| < p das Wort-
problem entschieden wird.

Endlichkeitsproblem: Gegeben sei eine kontext{reie Grammatik G = (N, X, P, S). Die Frage lautet: Ist
L(G) endlich? Sei p wie eben. Dann zeigt man wie fiir reguléire Sprachen:

L(G) ist endlich & —JweL(G):p<|w| <2-p.

Damit kann das Endlichkeitsproblem durch endlichmaliges Losen des Wortproblems entschieden werden.
X 5.6.1

Fiir Grammatiken in Chomsky-Normalform existiert ein effizienter Algorithmus zur Losung des Wortpro-
blems, bekannt als CYK-Algorithmus (nach einem Papier von Cocke, Younger und Kasami). Sucht man
eine Ableitung A —* = = a1 ...a, mit a¢; € X, dann ist es giinstig, zu wissen, von welchen Variablen
aus Teilworter x; ; abgeleitet werden kénnen (dabei ist z; ; dasjenige Teilwort von z = a; .. . a,, das am
i ten Index beginnt und die Linge j hat). Denn wenn a; . .. a,, linger ist als nur ein Buchstabe, muss zur
Ableitung aus A zunichst eine Regel der Form A — BC angewendet werden, wobei aus B das Teilwort
x1 5 und aus C das Teilwort xxy1 ,— abgeleitet wird. Da aber die Trennstelle k/k+1 nicht bekannt ist,
speichert man am besten alle derartigen Informationen. Der CYK-Algorithmus legt eine Tabelle T' an,
deren Eintrag T; ; nach Beendigung des Algorithmus aus denjenigen Nichtterminalen besteht, aus denen
das Teilwort x; ; ableitbar ist (siche Abbildung 5.13).

In der ersten for-Schleife wird die Tabelle T' mit direkten Ableitungen initialisiert, in der innersten Schleife
wird sie vollstédndig aufgefiillt. Danach enthalt 77 ,, alle Nichtterminale, von denen aus das Teilwort x1 ,,,
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input G = (N,%, P,S) in Chomsky-Normalform, z=a;...a, € ¥7;
var i,j,k:{1,...,n}, T :array {1,...,n} x {1,...,n} of 2;
fori:=1tondo T;;:={X | (X — a;) € P} endfor;
for j :=2tondo
fori:=1ton+1—-jdo
T; ;= 0;
fork:=1toj—1do
Ti; =T,; U{X |3V, Z: (X =>YZ)ePANY€e€Tip NZETitr,—r}
endfor k
endfor ¢
endfor j;

output ,S €11 ,“ % denn es gilt jetzt x € L(G) & S € Ty,
Abbildung 5.13: Der CYK-Algorithmus

also das ganze Wort z, ableitbar ist. Der Fall © = € kann getrennt behandelt werden: da G in Chomsky-
Normalform ist, gilt ¢ € L(G) genau dann, wenn S — ¢ eine Produktion ist. Die Komplexitit des
CYK-Algorithmus ist auf Grund der drei geschachtelten Schleifen ungefihr n3, wenn n die Linge des
Eingabewortes ist.

Beispiel:

Die Sprache L = {a’b’c’ | i,j > 1} ist kontextfrei:

S — AB, A—ab|aAb, B — c|cB.

Umformen in Chomsky-Normalform ergibt:

G: AB
CD|CF
c|EB
a

b

C

AD.

SO Qe ®

Ll L

Sei x = aaabbbcc. Dann erzeugt der Algorithmus die in Abbildung 5.14 abgebildete Tabelle. Da S in
der Tabelle ganz unten links auftaucht, ist das Eingabewort aaabbbce in der Sprache enthalten. Mogliche
Ableitungen ergeben sich durch ,,Zuriickverfolgen“ nach oben und schrig rechts oben in der Tabelle, z.B.
S0:

S —a AB —QG CFB —QG OADB —G CCFDB —QqG CCADDB
—g CCCDDDB —¢g CCCDDDEB —¢, aaabbbcc
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7 —
z{lalala|lb|b|b] ¢ c
j |C|C|C|D|D|D|EB|ERB
! A B

F
A
F

A

S

S

Abbildung 5.14: CYK-Tabelle fiir aaabbbcc

Ende des Beispiels.

Im Gegensatz zum reguléren Fall haben wir die folgenden negativen Resultate.

Satz 5.6.2 (UNENTSCHEIDBARKEITSRESULTATE FUR KONTEXTFREIE GRAMMATIKEN)

Die Entscheidungsprobleme

e Schnittproblem,
o Aquivalenzproblem,

e Inklusionsproblem

sind im kontextfreien Fall unentscheidbar.

Satz 5.6.3 UNENTSCHEIDBARKEIT DER MEHRDEUTIGKEIT VON K.F. GRAMMATIKEN

Das Problem: ,Gegeben eine kontextfreie Grammatik, ist diese mehrdeutig?“ ist unentscheidbar.

Fiir den Nachweis der Richtigkeit dieser Sétze steht das Instrumentarium noch nicht zur Verfiigung, denn
man muss ja eine Aussage iiber alle mdglichen Algorithmen treffen (,es gibt keinen Algorithmus, der die
genannten Probleme entscheidet®). Dieses Instrumentarium werden wir erst in den néchsten Kapiteln
entwickeln, und deswegen verlagern wir die Beweise der Sétze 5.6.2 und 5.6.3 in einen spéteren Teil des
Skriptums.

Fiir die praktische Anwendung von kontextfreien Grammatiken zur Syntaxbeschreibung von Program-
miersprachen wiére es angenehm, einen algorithmischen Test auf Mehrdeutigkeit zu haben. Der Satz 5.6.3
zeigt, dass es einen solchen Test nicht gibt. In der Praxis umgeht man das Problem, die Mehrdeutigkeit
testen zu miissen, jedoch recht einfach: man beschriankt sich auf LR(1)-Grammatiken bzw. Teilklassen
hiervon. Die LR(1)-Eigenschaft kann man algorithmisch entscheiden, und da LR(k)-Grammatiken stets
eindeutig sind (weil der letzte Rechtsableitungsschritt immer eindeutig bestimmt sein muss und daher
jedes Wort nur eine Rechtsableitung haben kann), entfillt das Problem der Mehrdeutigkeit.
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Zum Schluss dieses Abschnitts fassen wir in Abbildung 5.15 die bisher bekannten (Un-)Entscheidbar-
keitsresultate zusammen. Diese Probleme wurden und werden im vorliegenden Skript nicht vollstandig
behandelt. Die Entscheidbarkeit des Aquivalenzproblems fiir deterministisch kontextfreie Sprachen (ge-
nauer: des Problems, ob zwei gegebene DPDAs die gleichen Sprachen akzeptieren) wurde erst vor relativ

kurzer Zeit (1997) von Géraud Sénizergues bewiesen.

Sprachtyp Wort- | Leerheits- | Schnitt- | Inklusions- | Aquivalenz- | Mehrdeutigkeits-
problem | problem problem problem problem problem
Chomsky-3 || entsch. entsch. entsch. entsch. entsch. —
det. kontextfrei || entsch. entsch. unentsch. | unentsch. entsch. -
Chomsky-2 || entsch. entsch. unentsch. | unentsch. unentsch. unentsch.

Abbildung 5.15: (Un-)Entscheidbarkeitsresultate / Zusammenfassung

5.7 Ubungsaufgaben

1. Man zeige, dass die Sprache PAL, = {wew® | we{a,b}*} iiber dem Alphabet {a,b,c} determini-
stisch kontextfrei ist.

2. Die Sprache
L={a"b"c"d™ |ne N\ {0} Am &N} U a"b*c*
ist micht kontextfrei. Zeigen Sie, dass die Bedingungen aus dem Pumping-Lemma fiir kontextfreie

Sprachen dennoch erfiillt sind.

Anmerkung: Diese Aufgabe zeigt, dass die Umkehrung des Pumping-Lemmas nicht gilt. Die
Bedingungen aus dem Pumping-Lemma sind zwar notwendige, aber keine hinreichenden Kriterien
dafiir, dass eine Sprache kontextfrei (oder regulir) ist.

3. Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({5, X,Y, Z},{a,b, c}, P,S) mit

P={ S — aX|Ybb
X — Zb|aXb
Y — aaZ]aYd
Z — claZd }.

a) Zeigen Sie, dass die Grammatik G mehrdeutig ist.

b) Bestimmen Sie die von G erzeugte Sprache. Ist L(G) ebenfalls mehrdeutig ?

4. Seien Ly und Lo zwei kontextfreie Sprachen iiber einem beliebigen Alphabet 3. Was ist von der
folgenden Behauptung zu halten?

(L1, Ly unendlich A L1 NLy#0 A Ly € Lo A Ly € Ly) = Ly U Ly ist inhérent mehrdeutig.

5. Gegeben sei die Sprache L = {a™b™ | m < n < 2m, m > 1}.
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a) Entwerfen Sie eine kontextfreie Grammatik G mit L(G) = L.

b) Erkennung durch leeren Keller: Erzeugen Sie aus IThrer Grammatik G einen Kellerautomaten
K mit L.(K) = L.

c) Zeigen Sie, dass das Wort aabbb von Threm Kellerautomaten K erkannt wird, das Wort aaabb
jedoch nicht.

d) Erkennung durch Endzustand: Wandeln Sie Thren Kellerautomaten K in einen Kellerautomaten
K’ um, so dass L(K') = L gilt.

6. Gegeben sei die Sprache
L={a"b"c™ | m,n e N\ {0}}U{a"b™c™ | m,n € N\ {0}}.

a) Konstruieren Sie einen Kellerautomaten K, der die Sprache L akzeptiert.
b) Zeigen Sie, dass der von Ihnen konstruierte Kellerautomat das Wort abbce erkennt.

¢) Ist es moglich, einen deterministischen Kellerautomaten K’ zu konstruieren, der die obige
Sprache akzeptiert? Falls ja, geben Sie diesen an. Falls nein, begriinden Sie dies einleuchtend
(aber nicht notwendigerweise formal).

7. Beweisen oder widerlegen Sie: Wenn L eine kontextfreie Sprache ist, dann ist auch
a) Ly = {w|wf e L}
b) Ly = {wwf | w e L}
eine kontextfreie Sprache.

8. Gegeben sei die kontextfreie Grammatik G = ({5, 4, B},{0,1}, P, S) mit
pP={ S — 0BJ|14A
A — 005|144
B — 1|1S|0BB 1},
welche die Sprache L = {w € {0,1}T | #o(w) = #1(w)} erzeugt.

a) Zeigen Sie, dass die Grammatik G mehrdeutig ist.

b) Entwerfen Sie einen Kellerautomaten K mit nur einem Zustand, so dass L = L.(K) gilt.
9. Sei L ={a" | n >0} U{a"d™ | n > 0}. Existiert ein deterministischer Kellerautomat K, so dass

a) L=L(K) (Akzeptanz durch Endzustand) ?
b) L= L. (K) (Akzeptanz durch leeren Keller) ?

Geben Sie jeweils den gesuchten Kellerautomaten an oder begriinden Sie zwingend seine Nichtexi-
stenz.
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Kapitel 6

Turingmaschinen

Ende des letzten Kapitels wurde behauptet, dass es keinen Algorithmus geben kann, der fiir zwei gegebene
kontextfreie Grammatiken iiber einem Alphabet ¥ entscheidet, ob die beiden erzeugten Sprachen gleich
sind oder nicht. Diese Aussage unterscheidet sich ganz erheblich von den positiven Entscheidbarkeits-
aussagen, die wir bislang zu untersuchen hatten. Fiir eine solche positive Aussage geniigt es nimlich,
einen Algorithmus anzugeben, wobei es nicht sehr wesentlich ist, ob er in Java, in Pseudocode oder in
einem anderen Formalismus ausgedriickt wird (solange klar ist, dass er funktioniert). Wollen wir aber die
Nichtexistenz eines Algorithmus zeigen, miissen wir eine Aussage iiber alle nur denkbaren Algorithmen
machen! Wir benétigen also ein Modell, das im Prinzip alle Algorithmen ausdriicken kann, sozusagen ein
»Urmodell“ fiir Algorithmen.

Alan M. Turing (1912-1954) bemiihte sich ca. 1936, ein Modell zu erfinden, das genau diesem Zweck die-
nen sollte, und es scheint ihm gut gelungen zu sein. Die heute so bezeichnete Turingmaschine modelliert
das Rechnen mit Bleistift und Papier und orientiert sich an den Papierstapeln, die zum Rechnen notig
sind. Diese werden durch ein beschriftbares ,, Arbeitsband“, auf dem man Zeichen eintragen und veréndern
kann, dargestellt. Das Arbeitsband sollte als potenziell unendlich grofl angesehen werden, denn falls sich
eine Rechnung in die Linge zieht, sollte man immer neue Papierstapel benutzen diirfen. Die Rechnungen
werden durch eine endliche Berechnungsvorschrift (ein ,, Programm® bzw. einen ,, Algorithmus®) gesteuert.
Man denke zum Beispiel an die hierzulande iibliche Vorschrift zur Addition zweier Zahlen. Hierzu benotigt
man die Moglichkeit, zwei Zahlen untereinander zu schreiben, darunter einen Strich zu ziehen, dann stel-
lenweise von rechts nach links zu addieren, sich den Ubertrag zu merken (ihn z.B. auf einem unbenutzten
Stiick Papier aufzuschreiben), usw. Die Definition der Turingmaschine, die wir in den Abschnitten 6.1
bis 6.3 vornehmen werden, geschieht ganz unter dem Eindruck dieser Intuition.

Letzten Endes werden wir Turingmaschinen zur Formalisierung zweier Begriffe heranziehen:

e Im einen Fall wird eine Turingmaschine als ,,Akzeptor® benutzt (Abschnitt 6.5). Wir definieren
dann, was es fiir eine Sprache L C ¥* bedeutet, algorithmisch von einer Turingmaschine akzeptiert
zu werden. In dieser Funktion dhnelt eine Turingmaschine einem endlichen Automaten bzw. einem
PDA (nur ,kann sie mehr“, d.h., es gibt Sprachen, die von einer Turingmaschine akzeptiert werden,
aber nicht von einem PDA und erst recht nicht von einem NFA).

Entscheidungsprobleme wie z.B. das Aquivalenzproblem fiir kontextfreie Grammatiken konnen
durch einen gliicklichen Zufall auch als Sprachen aufgefasst werden. Dann kann die Aussage ,ein
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Problem ist entscheidbar (oder unentscheidbar)“ aufgefasst werden als ,es existiert eine Turing-

maschine (bzw. es existiert keine Turingmaschine), die die dem Problem entsprechende Sprache
akzeptiert“. Diese Idee wird uns aber erst im nichsten Kapitel (Kapitel 7) beschiiftigen.

Im anderen Fall wird eine Turingmaschine als ,,Computer* benutzt (Abschnitt 6.6). Wir definieren
dann, was es fiir eine (partielle) Funktion von N™ nach N bedeutet, berechenbar zu sein. Das steht ein
wenig im Gegensatz dazu, dass wir bislang Automaten ausschliefflich als Sprachakzeptoren benutzt
haben.

6.1 Aufbau einer Turingmaschine

Die Abbildung 6.1 zeigt ein Lese/Schreib-Band einer Turingmaschine, das nach beiden Seiten hin unend-
lich ist und aus einer Reihe von Feldern besteht. Auf diesen Feldern befinden sich je ein Zeichen, oder
sie sind leer; den letzten Fall kann man so interpretieren, dass sie mit einem speziellen Zeichen i, dem
»Blank“ oder ,Leerzeichen®, beschriftet sind. Der Lese/Schreibkopf (LSK) einer Turingmaschine steht
immer auf einem bestimmten Feld des Bandes. Die Steuereinheit ist immer in einem bestimmten Zustand
(von endlich vielen), anfinglich im Anfangszustand qq.

beidseitig unendliches Band

. L [ L 0 # 0 1 L e
Lese/Schreibkopf LSK
|
endliche Steuereinheit alle bis auf endlich viele

Bandfelder sind mit

(,,Algorithmus )
u (Blank) beschriftet

bzw. ,Programm*)

Abbildung 6.1: Schematische Darstellung einer Turingmaschine

Ein Schritt der Maschine besteht aus vier Teilen:

1. Der LSK liest das Zeichen im momentanen Feld.

2. Der LSK schreibt ein Zeichen auf das momentane Feld.

3. Der LSK bewegt sich nach links (L), rechts (R), oder bleibt stehen (N wie ,nicht bewegen®).

4. Die Steuereinheit geht in einen néchsten Zustand iiber (der der gleiche wie der alte sein kann).
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Welcher neue Zustand eingegangen wird, welches Zeichen geschrieben wird und wie der Kopf sich bewegt,
héngt vom aktuellen Zustand und vom gerade gelesenen Zeichen ab.

Das Turingband ist sehr flexibel nutzbar. Es kann sowohl fiir Eingabeworter, als auch fiir beliebige
Zwischenergebnisse, als auch fiir Ausgaben verwendet werden. Wir benétigen keine Mengen von Ein-
und Ausgabezustinden mehr, sondern kommen ohne Beschrinkung der Allgemeinheit mit je einem aus
(einem Anfangszustand gy und einem Endzustand g7). Auflerdem legen wir — wieder ohne Beschrankung
der Allgemeinheit — fest, dass eine Turingmaschine, die den Endzustand erreicht hat, keine weitere Schritte
machen darf.

Definition 6.1.1 TURINGMASCHINEN

Eine Turingmaschine (TM oder NTM, fiir ,,nichtdeterministische TM*) ist ein 7-Tupel
M = (Q,%57T, u,d, q),qs) mit folgenden Komponenten:

Q ist eine endliche Menge von Zustinden mit ¢y € @ und ¢¢ € Q.

3 ist das Alphabet der Maschine. Intuitiv sind die Zeichen in ¥ die ,,nach auflen sichtbaren“ Zeichen
oder , Ein/Ausgabezeichen® (oft auch nur die ,Eingabezeichen“) der Maschine.

I' O X ist das Bandalphabet von M. Intuitiv enthélt I' alle diejenigen Zeichen, die als Feldbeschriftungen
von M vorkommen diirfen. Dazu gehoéren mindestens alle Zeichen in ¥ und das spezielle Blankzei-
chen L. Oft mochte man noch andere spezielle Zeichen verwenden, die nur temporér auf dem Band
stehen; deswegen heifien die Zeichen in I'\(XU{ L }) auch , Hilfszeichen* oder ,,Sonderzeichen*.

w € '\ X ist das Leerzeichen oder ,Blankzeichen“ von M.

§ C ((Q\{gr})xT) x (@xI'x{L, N, R}) ist die Ubergangsrelation. Der Endzustand q; ist aus dem

Definitionsbereich von § herausgenommen. Somit kann eine Turingmaschine, die sich im Endzustand
befindet, keine Schritte mehr machen.

qo ist der Anfangszustand.

qy ist der Endzustand.

Eine NTM M heifit deterministisch (DTM), wenn 6 eine Funktion 6: (Q\{gs})xI' — @xI'x{L, N, R}
ist. X 6.1.1

Die Relation § codiert das ,,Programm* bzw. die Steuereinheit der Turingmaschine M. Ein Element von
d ist immer ein (5—-) Tupel, z.B. ((q1, L), (g2, a, R)). Dieses Tupel bedeutet:

ist der momentane Zustand ¢; und ist das momentan unter dem LSK befindliche Zeichen
w1, dann kann die Turingmaschine das Zeichen a auf die momentane LSK-Position schreiben
(d.h., das L mit a iiberschreiben), mit dem LSK um ein Feld weiter nach rechts riicken und
in den neuen Zustand g, iibergehen.

Ist M nicht deterministisch, dann gibt es ein Tupel ((¢,a), z) und ((¢,a),y) mit x # y in §. Dies bedeutet,
dass bei Vorliegen von ¢ und gelesenem Zeichen a eine Wahl zwischen = und y moglich ist. Ist eine solche
Wahlmoglichkeit gegeben, stellt man sich am besten vor, dass die Maschine vollig autonom entscheidet,
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welche der moglichen néchsten Schritte eingegangen werden. Bei einer deterministischen Maschine M
gibt es solche Wahlmoglichkeiten nicht, weil § rechtseindeutig ist.

Wenn es fiir einen Zustand ¢ und ein gerade gelesenes Zeichen a kein Element ((¢,a),z) in ¢ gibt, dann
gibt es keine weitere Aktionsmoglichkeit fiir M, und man sagt, dass M stoppt. Da es fiir den Endzustand
¢s nach Definition kein Tupel ((gs,a),z) gibt, stoppt die Maschine stets, wenn ¢; erreicht wird. Eine
DTM stoppt genau dann, wenn ¢y erreicht ist, da ¢ linkstotal ist. Eine NTM kann aber auch in anderen
Zustanden stoppen.

Eine DTM ist aus diesen Griinden (keine Wahlmdoglichkeiten, und Stopp genau dann, wenn Endzustand
erreicht) leichter zu handhaben als eine NTM.

Manchmal wird § als fiinfspaltige Tabelle dargestellt, deren Zeilen den Elementen von § entsprechen. Es
gibt immer nur endlich viele solche Zeilen, da alle beteiligten Mengen endlich sind. Diese Darstellung von
0 wird Turingtafel genannt.

Eine weitere Darstellungsmoglichkeit fiir Turingmaschinen ist ein Turingmaschinengraph. Die Abbildung
6.2 zeigt, wie ein solcher Graph aufgebaut ist. Die Knoten des Graphen entsprechen den Zusténden Q.
Die Kanten des Graphen entsprechen den Elementen von ¢. Ein Element ((q, a), (¢’,b,m)) in § wird durch
eine Kante dargestellt, die von ¢ nach ¢’ fithrt und mit a : b (Eingabezeichen : Ausgabezeichen) sowie
mit m (der Bewegung, die im entsprechenden Schritt vom LSK ausgefiithrt wird) beschriftet ist. Wie
bei endlichen Automaten wird der Anfangszustand mit einem kleinen Eingangspfeil versehen, und der
Endzustand wird durch einen Doppelkreis dargestellt.

a:b (Eingabe:Ausgabe)
alter Zustand @ @ ncuer Zustand } ((g,a),(¢’,b,m))
q m (LSK-Bewegung) q

Anfangszustand: ——@ ¢o Endzustand: @ 97

Abbildung 6.2: Darstellung von ((g,a), (¢’,b,m)) € 6 (oben) und von Anfangs- und Endzustand (unten)

6.2 Beispiele

Beispiel M;:
Es sei M1 = (Q1,%1,T'1, 1,01, 90, ¢1) mit

Q1 = {q,q1}

Y1 = {0,1}

r = {0713 ‘—’}

61 = {((2,0),(q,0,R)), ((q0,1),(q1,1,N)) }.

Die Turingtafel und der Turing-Graph von M sind in Abbildung 6.3 dargestellt. Man kann aus dem Gra-
phen alle Komponenten der Turingmaschine aufler den beiden Alphabeten zuriickrechnen. Insbesondere
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werden im Graph, im Gegensatz zur Tafel, auch die Anfangs- und Endzustinde angezeigt.

alter gelesenes | neuer neues
01 | Zustand  Zeichen | Zustand Zeichen Bewegung
Zeile 1 qo 0 qo 0 R
Zeile 2 qo 1 q 1 N
0:0
R
49 1:1
-®
q0 N q1

Abbildung 6.3: Die Turingtafel (oben) und der Maschinengraph (unten) von M;

Wir beschreiben nunmehr die Wirkungsweise der Maschine M;. Dabei miissen wir unterschiedliche
anfangliche Bandinhalte beriicksichtigen. Die Abbildung 6.4 zeigt das leere Band. Der LSK von M,
steht auf einem beliebigen Bandfeld und der Anfangszustand ist ¢g. Man sagt dazu, dass M; auf das leere
Band angesetzt ist.

q0

Abbildung 6.4: M7 angesetzt auf das leere Band

Die Maschine M; versucht nun, einen Schritt auszufiihren. Dazu werden die Elemente von §; nach einem
Element durchsucht, das die Form ((qo, L), (¢’,a,m)) hat, denn der aktuelle Zustand ist ¢o und das
aktuell gesehene Zeichen ist 1y. Wird ein solches Element gefunden, ist ein Schritt méglich. Da aber d;
kein solches Element enthilt, ist kein Schritt moglich und die Maschine stoppt, ohne den Endzustand
zu erreichen. Betrachten wir nun eine andere Berechnung, die mit einem anderen Bandinhalt beginnt.
In Abbildung 6.5 (oben) ist ein nicht-leeres Band gezeigt, das aufler unendlich vielen u auch noch die
Zeichenkette 00 auf zwei nebeneinanderliegenden Feldern enthélt. Der LSK von M ist auf die linke der
beiden Nullen angesetzt und der Anfangszustand ist wieder gg. Nach den beiden in dieser Abbildung
gezeigten Schritten liest der LSK ein Zeichen 1 im Zustand ¢g. Kein weiterer Schritt ist mehr moglich
und die Maschine stoppt im Zustand ¢g, also wieder nicht im Endzustand. Ein anfinglicher Bandinhalt,
der ein Stoppen der Maschine im Endzustand ¢; ermoglicht, ist in Abbildung 6.5 (unten) gezeigt. Nach
den beiden dort gezeigten Schritten wird eine 1 im Zustand ¢; gelesen und die Maschine stoppt, weil es
in d; kein Element gibt, das mit (g, 1) beginnt.

Generell ist M7 eine ,,1-Suchmaschine“. Der anfdngliche Bandinhalt hat dabei die Wirkung eines Para-
meters der Berechnung: ist er von der Form ...0...01... und liegt die anfangliche Kopfposition auf einer
der Nullen, dann (und nur dann) stoppt die Maschine im Endzustand mit LSK auf der Eins.
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Ende des Beispiels M,

Vorlesungsskript von E. Best / Stand:

L L 0 0 U U o = *°
‘QO
L L 0 0 U U o = *°
Nach Schritt ((go,0), (q0,0, R)) ‘
do
L L 0 0 L L (I [ il

Nach weiterem Schritt ((go,0), (g0, 0, R)) ‘
40

Beginn

U U U 0 1 U - = *°
‘QO
U U U 0 1 U - = *°
Nach Schritt ((go, 0), (q0,0, R)) ’
do
U U U 0 1 U - = *°

Nach Schritt ((qoa 1)7 (qla 17 N))

!ql

11. Februar 2006

Abbildung 6.5: M7 angesetzt auf ein nicht-leeres Band mit Zeichenkette 00 (oben) bzw. 01 (unten)

Der anfingliche Bandinhalt hat offenbar eine dhnliche Funktion wie die input-Parameter bei einem Pro-
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gramm (sieche Abschnitt 2.4.2). Wir lassen zunichst beliebige anfingliche Bandinhalte zu, aufler dass wir
fordern, dass die Anzahl der nicht- Li-Zeichen endlich ist. Diese Forderung ist sinnvoll, um auszuschlielen,
dass zum Lesen einer Eingabe schon unendlich viel Zeit verbraucht wird.

Beispiel M,:
Es sei My = ({Qan1}7 {O}a {07 ‘—’}7 |—’752,QOaQ1) mit
o2 = {((q0, L), (90,0,N)), ((q0: 1), (q1,0, L)), ((90,0), (q1,0, L)), ((g0,0), (¢1,0, R)) }-

Der Graph von Mj ist in Abbildung 6.6 gezeigt.

Abbildung 6.6: Der Maschinengraph von M,

Angesetzt z.B. auf das leere Band gibt es fiir My zwei Moglichkeiten, einen Schritt zu machen: entweder
eine 0 zu schreiben, den LSK nicht zu bewegen und im Anfangszustand zu bleiben (Abbildung 6.7 (oben)),
oder eine 0 zu schreiben, den LSK nach links zu bewegen und in den Endzustand iiberzugehen (Abbildung
6.7 (unten)).

Angesetzt auf ein Zeichen 0 gibt es fiir My ebenfalls zwei Moglichkeiten, einen Schritt zu machen: entweder
durch ((go,0), (q1, 0, R)) einen Schritt nach rechts zu machen und in den Endzustand zu gehen, oder durch
((g0,0),(¢1,0, L)) einen Schritt nach links zu machen und in den Endzustand iiberzugehen.

Ende des Beispiels M,

Beispiele Man(2) und Migep(X):

Sei X ein beliebiges Alphabet. Wir betrachten zwei Turingmaschinen:

Mall(E) = ({qo,qf},E,EU{\_l},\_l,{((QQ,CL),(Qf,Cl,N))|GEEU{\_I}},(]0,C]JC),
MIOOP(Z) = ({qo,qf},E,EU{l_:},\_n,{((qo,a)7(q0,a,N))|a€ZU{u}}7qo,qf),

deren Graphen in Abbildung 6.8 dargestellt sind.

Hier haben wir die Abkiirzung e : e verwendet, worin e fiir ein beliebiges Zeichen aus ¥ U { U} steht
(links und rechts des Semikolons stets das gleiche Zeichen).

M,y liest ein Zeichen, dndert weder dieses Zeichen noch die LSK-Position, und geht in den Endzustand
iiber. Mioop liest ein Zeichen, dndert weder dieses Zeichen noch die LSK-Position, geht aber nicht in den
Endzustand, sondern bleibt im Anfangszustand. Danach kann in einer Endlosschleife wieder das gleiche
Zeichen gelesen werden. Offensichtlich entsprechen Mgy und Mjeep — in gewisser Weise — den beiden
Programmen skip bzw. loop (Abschnitt 2.4.3).

Ende der Beispiele M, () und Migop(X)
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e L L L L L L L L e
Beginn ‘

q0
e L L L 0 L L L L e

oo LJ L L L LJ LJ L L e oo
Beginn ‘

q0
oo LJ L L 0 LJ LJ L L LI
Nach Schritt ‘
((q07 ‘—’)7(QI707L)) T

Abbildung 6.7: Zwei Berechnungsmoglichkeiten von Ms, angesetzt auf das leere Band

e.0
0.0
e . ﬁ ®
9 N qr o qr

Abbildung 6.8: Die Maschinengraphen von Man(2) (links) und Mieep(2) (rechts)

Es handelt sich bei den in diesem Abschnitt betrachteten Turingmaschinen um folgende Typen:

1. M; ist eine NTM, aber keine DTM, da §; zwar rechtseindeutig, aber nicht linkstotal ist.

2. M, ist eine NTM, aber keine DTM, da d5 zwar linkstotal, aber nicht rechtseindeutig ist. Im Gegen-
satz zu M7 kann My (wie in Abbildung 6.7 gezeigt) echt nichtdeterministisches Verhalten haben.

3. Beide Maschinen Man(X) und Migep(2) sind deterministisch, da ihre Ubergangsrelationen sowohl
linkstotal als auch rechtseindeutig sind.



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 129

6.3 Das Verhalten einer Turingmaschine
Offenbar ist der Begriff ,,Schritt“, den wir in den Beispielen benutzt haben, eine Relation zwischen
Konfigurationen, die durch folgende Parameter bestimmt sind:

e den aktuellen Bandinhalt (anfidnglich mit einem , Eingabewort“ beschrieben);

e die aktuelle Kopfposition (anfiinglich iiblicherweise auf dem ersten Zeichen des Eingabewortes, wenn
dieses nicht leer ist);

e und den aktuellen Zustand (anfénglich qq).

Da wir den nicht--Teil des Bandes als endlich annehmen, kénnen wir eine solche Situation durch ein
endliches Wort vgaw beschreiben.

Definition 6.3.1 KONFIGURATIONEN EINER TURINGMASCHINE

Sei M eine Turingmaschine. Eine Konfiguration von M ist ein Wort k = vgaw mit
e v e {e}U((IM{u}TI*) ist der Bandinhalt links des LSK;
e g € (@ ist der aktuelle Zustand und a € I" das gerade unter dem LSK befindliche Zeichen;
o we {e} UI*(I'\{w})) ist der Bandinhalt rechts des LSK.

Mit IC (M) bezeichnen wir die Menge der Konfigurationen von M. Eine Konfiguration k& = vgaw heifit
Endkonfiguration, wenn ¢ der Endzustand ¢y ist. X 6.3.1

Es ist nicht ausgeschlossen, dass v oder w (oder beide) das Leerzeichen enthalten konnen. Die obige
Definition macht natiirlich nur Sinn, wenn Q NT'* = () gilt, was wir hiermit 0.B.d.A. annehmen wollen.

Definition 6.3.2 SCHRITTE UND FOLGEKONFIGURATIONEN VON TURINGMASCHINEN
Sei M =(Q,%,T, u,d,qo,qyr) eine Turingmaschine. Wir definieren eine Relation

—pu C K(M)xK (M),

die den Begriff ,erreichbar in einem Schritt* formalisiert. Wir definieren dazu zunéchst eine Relation
Iy ¥ , wobei X ein Element in ¢ ist, durch die Aufzéhlung aller solcher Tripel:
(1a) ww ((g:0), (s ¢, L)) q L falls c=1 und w=¢e
q q Lucw falls c£u oder w#e
((g,0),(q", e, L)) v q'b falls c=u und w=¢e
/
(1b) v'bgaw { v ¢’ bew falls c#£ 1 oder w#e }

(@a) (@ e N)
(2) vgaw ————  v¢ cw

(3a) vaa ((a:a),(q", e, R)) q U falls c=1 und v=e¢
q veq o falls e oder v#e

(3b) b’ ((¢,a), (¢, ¢, R)) q bw' falls e=1 und v=e
vqasw veq' bw'  falls c£0 oder v#e [
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mit v,v" € {e} U (M\{uwHT™), w,w’ € {¢} U(T*(T\{w})), a,b,ceT und ¢,¢' € Q.

Nun wird ein Schritt von einer Konfiguration k zu einer Konfiguration k' folgendermaflen definiert:

(k, k') € —ar oder k —p; k' gdw. ein X € § mit k —— &’ existiert.
Man sagt dann auch, dass k’ eine Folgekonfiguration von k ist. X 6.3.2

Die Zeile (1a) beschreibt Linksbewegungen, wobei links vom gerade gelesenen Zeichen a nur Blanks
stehen. Die Zeile (1b) beschreibt Linksbewegungen, wobei es links vom gerade gelesenen Zeichen noch
andere nicht--Zeichen gibt. Die Zeile (2) beschreibt den Fall, dass der LSK nicht bewegt wird. Die
Zeilen (3a) und (3b) beschreiben Rechtsbewegungen, analog zu (1a) und (1b).

Beispiel:

Die Konfigurationen und die Schritte der Abbildungen 6.4-6.7 fallen unter die Definitionen 6.3.1 und
6.3.2. Wir zeigen dies fiir Abbildung 6.7:

((g0,11),(90,0,N))

oben (qo U — a1, go0): qg U —_— g _0 (mit Zeile (2))
V=€ g=qo a= U w=¢ V=E g/=qq c=0 w=e
. 0 ((go,1),(q1,0,L)) 0 it Zeile (1
unten (gou —an, 1 0): | g W — Q1 U (mit Zeile (1a))
9=q0 a=L] w=e d=q c=0 w=e

Ende des Beispiels

Wir definieren nun Berechnungen einer TM als Folgen einzelner Schritte.

Definition 6.3.3 SCHRITTE UND SCHRITTFOLGEN VON TURINGMASCHINEN

Eine partielle Berechnung ist eine endliche oder unendliche Folge von Konfigurationen, bei der jede Konfi-
guration aufler der ersten eine Folgekonfiguration der unmittelbar vorhergehenden ist. Eine Konfiguration
k' heif3t erreichbar aus k, wenn es eine partielle Berechnung gibt, die von k nach k’ fithrt, oder, anders
ausgedriickt, wenn gilt: (k, k') € —3%, (oder suggestiver: k —3, k).

Eine mazimale Berechnung (oder nur Berechnung) ist eine endliche partielle Berechnung, die mit einer
Konfiguration endet, in der keine weiteren Schritte mehr moglich sind. Eine Berechnung heifit terminal,

wenn sie in einer Endkonfiguration endet. X 6.3.3
Beispiel:
Die Berechnungen in den Abbildungen 6.4 und 6.5 lauten folgendermaflen:
Abbildung 6.4 : g0 (v =-¢eund w = ¢; es gibt keine Folgekonfigurationen )
Abbildung 6.5 (oben) :  go00 ((M)) 0go0 ((M)) 00gq L1
Abbildung 6.5 (unten) : ¢g01 ((M)) % ((M)) 0q11

Ende des Beispiels

Terminale Berechnungen sind stets maximal, da ¢ fiir ¢ nicht definiert ist. Fiir eine DTM sind die Begriffe
maximal und terminal gleichbedeutend.
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Gegenbeispiel:

Wird die Maschine M, auf das leere Band angesetzt, kann sie eine 0 auf das Feld unter dem LSK schreiben
und im Zustand go stoppen (Abbildung 6.7 (oben)). Da diese Berechnung nicht fortgesetzt werden kann,
ist sie maximal, da ¢y aber kein Endzustand ist, ist sie nicht terminal.

Ende des Gegenbeispiels

(Weiteres) Beispiel Ms:

Sei Ms die Turingmaschine mit Eingabealphabet ¥ = {0,1} und mit folgender Turingtafel:

alter gelesenes | neuer neues
Zustand  Zeichen | Zustand Zeichen Bewegung
qo0 0 / 1 qo 0 / 1 R
9o U 7 U L
Q1 0 Q2 1 L
a1 1 1 0 L
el L qs 1 N
q2 0/1 Q2 0/1 L
Q2 L qy L R

Diese Maschine ist deterministisch und berechnet zu einer Binédrzahl w als Input die nachfolgende
Binérzahl, w + 1 (Binédraddition). Eine Berechnung ist z.B.:

qol1011 — 1go011 — 10gpll —  101ggl — 1011gou
— 101¢;1 — 10q;10 —  1¢;000
— 1100 — ¢q2u1100 — ¢;1100.

Ende des (weiteren) Beispiels Ms

6.4 Umwandlung einer NTM in eine DTM

Wir wollen uns jetzt auf anfangliche Konfigurationen der Form gow mit w € ¥* beschréanken, d.h.:

e Falls w # ¢, steht der LSK auf dem ersten Zeichen des Wortes w, und links von w sowie rechts von
w gibt es nur Blankzeichen.

e Falls w = ¢, besteht das Band iiberhaupt nur aus Blankzeichen, und der LSK steht auf irgend einem
davon; gge ist also eine andere Schreibweise fiir die Konfiguration gg L.

Wir nennen die Konfiguration gow die Anfangskonfiguration von M, gegeben w; man sagt auch: M ist
auf w angesetzt, und man schreibt dafiir in Anlehnung an einen Prozeduraufruf mit einem Parameter:
Beispiel M, (Fortsetzung):

Die Gesamtheit der Berechnungen von M (w) ist im allgemeinen baumférmig strukturiert. Beispielsweise
sind in Abbildung 6.9 zwei Konfigurationsbdume der Maschine My gezeigt (mit zwei verschiedenen w).
Der erste Baum entspricht den beiden Berechnungen von Abbildung 6.7.

Ende des Beispiels Ms (Fortsetzung)
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qo L (= qoe) q00
400 q1 0 0g1 L g10
keine Endkonf. Endkonf.  Endkonf.
Endkonf.

Abbildung 6.9: Zwei Konfigurationsbdume von My mit verschiedenen anfinglichen Bandinhalten

Definition 6.4.1 KONFIGURATIONSBAUM EINER TM AUF EINEM ANFANGLICHEN BANDINHALT

Gegeben seien eine Turingmaschine M iiber ¥ und eine anfingliche Konfiguration gow, wobei w € ¥*,
von M. Der Konfigurationsbaum von M (w) ist induktiv definiert:

e Die Wurzel des Baumes ist die Konfiguration gow.

e Die Kinder einer Konfiguration k£ des Baumes sind die Folgekonfigurationen von k. X 6.4.1

Die Blétter eines Konfigurationsbaumes entsprechen denjenigen Konfigurationen, fiir die M anhélt.

Ein Konfigurationsbaum kann unendlich groff sein, wie z.B. in Mieop(2), angesetzt auf ein beliebiges
Wort. Er ist aber immer von endlichem Ausgangsgrad, d.h., jeder Knoten hat nur endlich viele Kinder,
denn wegen der Endlichkeit der Relation ¢ kann jede Konfiguration hochstens endlich viele Folgekonfigu-
rationen haben. Genauer: Sei

r = max{|6(q,a) [ g€ Q\{gs} Na €T}

dann ist r eine wohldefinierte natiirliche Zahl, da alle beteiligten Mengen endlich sind, und jeder Knoten
in einem beliebigen Konfigurationsbaum von M hat hochstens r Kinder. Deswegen wird r der Grad des
Nichtdeterminismus von M genannt. Bei einer DTM ist » = 1. Nach dem Lemma von Koénig (Lemma
2.2.1) gibt es in jedem unendlichen Konfigurationsbaum auch einen unendlich langen Weg, und die beiden
Aussagen: ,,von gow aus gibt es eine unendlich lange partielle Berechnung® bzw. , der Konfigurationsbaum
mit gow als Wurzel ist unendlich gro3* sind gleichwertig. Auf Grundlage dieser Bemerkung definieren wir
eine Konstruktion, die jeder Turingmaschine M eine deterministische Turingmaschine det(M) zuordnet.
Spéter zeigen wir, dass M und det(M) in vielen Fillen ,,das Gleiche leisten®.

Definition 6.4.2 NTM ~» DTM

Sei M = (Q,%,T, u,d,q0,qs) eine beliebige Turingmaschine iiber . Wir konstruieren det(M) so, dass
det(M) fiir jedes Wort w € ¥* den Konfigurationsbaum von M (w) erzeugt und dabei auch in Breitensuche
durchléuft (und so M simuliert). Genauer geht det(M) folgendermafien vor:

e Falls r = 0, dann ist ¢ die leere Relation und M kann entweder durch May oder durch Migop
simuliert werden, je nachdem, ob gy = gy oder gy # gy gilt. Sei im Folgenden ohne Beschrankung
der Allgemeinheit r > 1.

e Das Eingabewort w wird an einer sicheren Stelle gespeichert, z.B. eingeschlossen zwischen Son-
derzeichen: $;w8$,. Links davon werden Worter u iiber dem Alphabet {1,...,7} in systematischer
Reihenfolge geméfl dem Prinzip der Breitensuche, also
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der Léange nach, kiirzere zuerst, und bei gleicher Lénge in lexikographischer Ordnung®,
alsoe, 1,2, ..., r, 11,12, ..., 1r, 21, ..., ..., rr, 111, ... usw.,

erzeugt. Da das Band von det(M) nach links unendlich ist, steht stets genug Platz zur Erzeugung
solcher Worter w zur Verfiigung. Jeder endliche Pfad im Konfigurationsbaum von M (w) entspricht
einem solchen u. Z.B. bedeutet © = 1332: an der Wurzel die erste Alternative wihlen, danach die
dritte, dann wieder die dritte, danach die zweite. Es kann sein, dass eines der erzeugten u keine
Auswahl darstellt, aber andersherum (und das ist entscheidend) ist jeder Knoten durch eine solche
Auswahl erreichbar. Gegeben ein Wort w € {1,...,r}*, simuliert det(M) rechts neben $;w$, genau
den Pfad des Konfigurationsbaums von M (w) der durch u beschrieben wird (falls ein solcher Pfad
vorhanden ist). det(M) hilt im Endzustand, wenn der aktuell simulierte Pfad auf ein Blatt des
Konfigurationsbaums von M mit gow als Wurzel fiihrt, das eine Endkonfiguration darstellt:

input w;

u =g

do simuliere M (w) mit Hilfe der Auswahl u;
if  Auswahl fiihrt auf ein Blatt mit Endkonfiguration — halte
0 else — skip
fi;
generiere néchstes u

od.

Der else-Fall in der inneren if-Anweisung kann eintreten, wenn u zu einer Konfiguration von M
fiihrt, die nicht akzeptiert oder wenn u zu keiner Konfiguration von M fiihrt, weil der tatséchliche
Grad des Nichtdeterminismus in M kleiner ist als r. det(M) kann in der do...od-Anweisung in
eine unendliche Schleife geraten kann, nicht aber in der Simulation von M (w), da diese Simulation
von u kontrolliert wird. X 6.4.2

Die Breitensuche wird gew#hlt, weil gewéhrleistet werden muss, dass jeder Knoten des Konfigurations-
baums von M (w) tatséchlich von det(M) erreicht wird; wiirde stattdessen die Tiefensuche gewéhlt, kénnte
es vorkommen, dass ein unendlich langer Ast des Baumes durchlaufen wird und eine daneben liegende
akzeptierende Konfiguration ,,nicht gesehen* wird.

6.5 Turingmaschinen als Sprachakzeptoren

Wir definieren nun die Verwendung einer Turingmaschine zum Akzeptieren von Sprachen (und kommen
damit zur Signifikanz der Parameter ¥ und ¢y in der Turingmaschinendefinition). Gegeben sei ein festes
Alphabet Y. Wir interessieren uns nun fiir die Klasse der Turingmaschinen mit dem Eingabealphabet 3,
d.h., fiir Maschinen der Form M = (., %, ., u,.,qo,qy).

Definition 6.5.1 AKZEPTANZ DURCH EINE TURINGMASCHINE

M akzeptiert ein Wort w € ¥*, wenn es eine terminale Berechnung von M gibt, die mit der Konfiguration
gow beginnt. Die von M akzeptierte (erkannte) Sprache, L(M), ist die Menge aller von M akzeptierten
Eingabewérter weX*. Zwei Turingmaschinen M und M’ iiber ¥ heiflen sprachiquivalent, wenn L(M) =
L(M"). X 6.5.1
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Beispiele:

Die Maschine M, ist eine Turingmaschine iiber dem Eingabealphabet ¥ = {0, 1}. Sie akzeptiert das Wort
01, nicht aber die Worter € und 00. Allgemein ist die von M; akzeptierte Sprache diejenige Teilmenge
von {0,1}*, die Worter mit mindestens einer 1 enthilt, d.h.

L(My) = {0}°{1{0,1}" < {0,1}".
Die Maschine Ms ist eine Turingmaschine iiber dem Eingabealphabet {0}. Sie akzeptiert alle Worter:
L(Mz) = {0}".

Das leere Wort e wird von My beispielsweise durch den Ubergang ((go, L), (q1,0, L)) akzeptiert. Es gibt
zwar auch den Ubergang ((¢go, L), (g0, 0, L)), jedoch geniigt zur Akzeptanz die Existenz einer terminalen
Berechnung, unabhéngig davon, wie viele nicht-akzeptierende (oder auch unendliche) es sonst noch geben
mag.

M. (X) akzeptiert die volle Sprache ¥*, wihrend Mieop(X) die leere Sprache () akzeptiert.

Ende der Beispiele

Satz 6.5.2 M UND det(M) SIND SPRACHAQUIVALENT
Sei M eine Turingmaschine. Es gilt L(M) = L(det(M)).

Beweis: In Abschnitt 6.4 wurde die Wirkungsweise von det(M) beschrieben. Dadurch hat man:

w € L(M) = ( Definition von L(M) )
es gibt einen Pfad im Konfigurationsbaum von M (w),
der auf ein Blatt mit einer Endkonfiguration fiihrt
= ( Definition von det(M), Breitensuche )
det(M) findet diesen Pfad und simuliert ihn

= ( Definition von det(M), L(det(M)) )
w € L(det(M)).

w¢ L(M) = ( Definition von L(M) )
im M (w)-Baum gibt es keine akzeptierende Berechnung

= ( Definition von det(M) )
det(M) lauft unendlich

= ( Definition von L(det(M)) )
w ¢ L(det(M)).
Also w € L(M) genau dann, wenn w € L(det(M)), was L(M) = L(det(M)) bedeutet. X 6.5.2

Man kann also stets zu einer nichtdeterministischen Turingmaschine eine sprachéquivalente deterministi-
sche finden:

{ L C X* | es gibt eine nichtdeterministische Turingmaschine M mit L = L(M) }
= { K CX*|es gibt cine deterministische Turingmaschine M’ mit K = L(M’) }.
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Definition 6.5.3 DIE NOoTATION M (w) ] Bzw. M (w)?

Sei M eine DTM. Die Tatsache, dass M mit Eingabe w anhlt, wird auch kurz mit M (w) | bezeichnet
(Sprechweise: ,, M stoppt, angesetzt auf w*). Die Tatsache, dass M mit Eingabe w nicht stoppt, wird
kurz mit M (w) T bezeichnet (Sprechweise: ,, M kreist, angesetzt auf w*). X 6.5.3

Wir dndern nunmehr unsere Sichtweise und interessieren uns fiir die Klasse der Sprachen, die von Tu-
ringmaschinen akzeptiert werden.

Definition 6.5.4 TURING-AKZEPTIERBARE SPRACHEN

Sei ¥ ein beliebiges Alphabet. Eine Sprache L C ¥* heifit Turing-akzeptierbar (kurz auch T.a.), wenn es
eine Turingmaschine M iiber ¥ mit L = L(M) gibt. X 6.5.4

Wegen Satz 6.5.2 kann man ohne Beschrankung der Allgemeinheit davon ausgehen, dass diese Maschine
M deterministisch ist. Fiir eine T.a. Sprache L gibt es also eine deterministische Turingmaschine, fiir die
gilt:

VweX*: welL < M(w)| < M(w)hat genau eine terminierende Berechnung

: . (6.1)
AN w¢lL < Mw)] < M(w)hat genau eine unendliche Berechnung.

Der niichste Satz stellt eine Verbindung zu WHILE-Programmen (Abschnitt 2.4.4) her. Die Kernaussage
dieses Satzes ist analog (6.1): eine Sprache L iiber X ist T.a. genau dann, wenn ein Programm existiert,
das Worter w € ¥* als Eingabe annimmt und terminiert, wenn w € L, bzw. in eine unendliche Schleife
geriit, wenn w ¢ L.

Satz 6.5.5 WHILE-AKZEPTIERBARE SPRACHEN = TURING-AKZEPTIERBARE SPRACHEN
Sei Y ein Alphabet und sei L C X*. Dann sind die beiden folgenden Figenschaften dquivalent:

e FEs gibt ein WHILE-Programm mit einem Fingabeparameter input x : 3%, das stoppt, falls anfinglich
x den Wert w hat und w € L gilt, und loopt, falls anfinglich x den Wert w hat und w ¢ L gilt.

o L ist Turing-akzeptierbar.

Beweis: Skizze:

Fiir die Richtung von oben nach unten nehmen wir die Existenz eines WHILE-Programms an. Dieses
Programm hat eine gewisse syntaktische Struktur, und eine simulierende Turingmaschine wird per struk-
tureller Induktion definiert: Fiir elementare WHILE-Programme (Leerkommando, Zuweisung) kann eine
simulierende Turingmaschine direkt angegeben werden. Fiir zusammengesetzte WHILE-Programme (Hin-
tereinanderausfithrung, IF-Kommando, WHILE-Kommando) kann eine simulierende Turingmaschine aus
den nach Induktionsvoraussetzung existierenden Turingmaschinen fiir die Teile des Programms zusam-
mengesetzt werden.

Fiir die Richtung von unten nach oben nehmen wir die Existenz einer Turingmaschine an. Wir konstruieren
ein diese Maschine simulierendes WHILE-Programm im Wesentlichen als einen Simulator der Turingtafel
der gegebenen Turingmaschine, wobei alle Elemente dieser Tafel so codiert werden, dass sie sich als Werte
von Registern des WHILE-Programms auffassen lassen.

Es stellt sich bei der zweiten Konstruktion heraus, dass man im Allgemeinen mit nur einer WHILE-
Schleife auskommt. X 6.5.5
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6.6 Turingmaschinen als Berechner von partiellen Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir Turingmaschinen in einer etwas anderen Rolle, ndmlich als , Be-
rechner* von (partiellen) Funktionen f von N™ nach N. Im Unterschied zur vorigen Betrachtungsweise
spielt nunmehr der Bandinhalt im akzeptierenden Endzustand eine Rolle. Gerade deswegen — um auszu-
schlielen, dass es zu einem Argumentetupel von f viele verschiedene Ergebnisse gibt — schrianken wir die
Definition von vornherein auf deterministische Turingmaschinen ein. Die Idee ist, dass eine DTM M die
Funktion f berechnet, wenn gilt:

e anfinglich enthélt das Band ein Argumente-n-tupel (z1,...,2,) € N” von f;

e wenn f auf (z1,...,2,) definiert ist, gibt es (genau) eine terminierende Berechnung, wobei der
Bandinhalt im Endzustand f(x1,...,2,) enthilt;

e und wenn f auf (z1,...,2,) nicht definiert ist, kreist die Maschine, d.h.: es gibt (genau) eine nicht
terminierende Berechnung.

Um diese Idee zu verwirklichen, verwenden wir die in Abschnitt 2.5 beschriebene Idee, Zahlen und Tupel
binédr zu codieren. Sei bin eine effektive und bijektive Codierung von beliebigen m-Tupeln natiirlichen
Zahlen in Worter iiber dem Binéralphabet, d.h.:

bin: | JN' — {0,1}", (6.2)
=0

wobei zusétzlich das einzige Element von N°, die leere Menge 0, auf das leere Wort ¢ abgebildet wird.
Eine solche Codierung kann man z.B. dadurch bekommen, dass Satz 2.1.6 benutzt wird. Die X; dieses
Satzes sind dann die Mengen N’ in (6.2), die einzeln wie in Abschnitt 2.5 codiert werden koénnen. Aus
einem Codewort w € {0,1}* kann man also eindeutig sowohl die Stelligkeit m als auch das codierte
m-Tupel (z1,...,2y) mit bin(xy,...,zy) = w zuriickrechnen. So kénnen sowohl die Argumente (ein
n-Tupel) als auch der Funktionswert (ein 1-Tupel) einer Funktion (™ als ein Wort iiber dem Alphabet
{0,1} aufgefasst und auf einem Turingband dargestellt werden.

Definition 6.6.1 BERECHENBARKEIT DURCH EINE TURINGMASCHINE

Sei M eine DTM iiber dem Alphabet ¥ = {0,1}. Sei n € N beliebig. Die durch M berechnete n-stellige
Funktion f (M) ist folgendermaBen definiert: fiir (21, ..., x,) € N™

f(")(M)(arl, ) { y falls M (bin(z1,...,x,)) mit der Endkonfiguration ugy bin(y) stoppt

undef sonst.

Diese Funktion ist wohldefiniert, weil es im ersten Fall keine andere Endkonfiguration geben kann.

Sei f: N™ 2 N eine beliebige Funktion. Dann heifit f Turing-berechenbar (kurz auch T.b.), wenn es eine
DTM M iiber ¥ = {0, 1} mit der Eigenschaft f = f(") (M) gibt. X 6.6.1

Eine DTM berechnet f normiert, wenn jede Endkonfiguration von der Art gsw ist, d.h., wenn links neben
dem LSK nur Blankzeichen stehen. Offenbar kann jede DTM, die f berechnet, durch ,,Bandbereinigung*
leicht in eine andere DTM umgewandelt werden, die f normiert berechnet. Es ist also keine Einschrinkung
der Allgemeinheit, wenn wir eine f berechnende DTM als normiert annehmen; und das tun wir ab jetzt.
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Beispiel 0
Die Turingmaschine Mioop({0,1}) berechnet die Grundfunktion

0. N* 5 N
' (T1,...,7,) + undef

(siehe Abschnitt 2.1.4) fiir beliebiges n.
Ende des Beispiels 0"

Auch fiir alle anderen Grundfunktionen lassen sich unschwer konkrete Turingmaschinen angeben, die sie
berechnen.

Beispiel S:

Die Nachfolgefunktion
S. N — N
' x — xz+1

lasst sich durch die DTM Ms berechnen (siehe Ende des Abschnitts 6.3).

Ende des Beispiels S

Man kann fast wortlich Definition 6.6.1 benutzen, um die Turing-Berechenbarkeit von partiellen Funk-
tionen f: (X7x...xX%) 2L, »* zu definieren, wobei die X1, ..., %, und X beliebige Alphabete sind. Man
kann aber auch die Worter iiber diesen Alphabeten zuerst — wie in Abschnitt 2.5 — natiirlichzahlig co-
dieren und dann die Turing-Berechenbarkeit solcher Funktionen auf Definition 6.6.1 zuriickfithren. Beide
Methoden laufen offenbar auf den gleichen Begriff von ,, Turing-berechenbar* hinaus.

Analog Satz 6.5.5 gilt:

Satz 6.6.2 WHILE-BERECHENBARE FUNKTIONEN = TURING-BERECHENBARE FUNKTIONEN

Sei f: N* N eine partielle Funktion. Dann sind die beiden folgenden Eigenschaften dquivalent:

e FEs gibt ein WHILE-Programm mit n Fingabeparametern input x; : N,... z, : N und einem
Ausgabeparameter output z : N, das mit z = y stoppt, falls anfinglich r1=uy,...,x,=u, und
flur, ... un) =y, und loopt, falls anfinglich x1=uq,...,x,=u, und f(uy,...,u,) = undef.

o f ist Turing-berechenbar.

Beweis: Analog dem Beweis von Satz 6.5.5. X 6.6.2

Zum Schluss dieses Abschnitts beschreiben wir zwei Aquivalenzsitze, die zeigen, wie die beiden Sichtwei-
sen von Turingmaschinen als Akzeptoren von Sprachen (Definition 6.5.1), bzw. als Berechner von Funk-
tionen (Definition 6.6.1), miteinander zusammenhingen. Der erste charakterisiert die Turing-Akzeptanz
einer beliebigen Sprache durch die Turing-Berechenbarkeit einer gewissen, von der Sprache abgeleite-
ten, partiellen Funktion. Der zweite charakterisiert die Turing-Berechenbarkeit einer partiellen Funktion
durch die Turing-Akzeptanz einer gewissen, von der Funktion abgeleiteten, Sprache. Die Kernaussage der
Sétze ist, dass eine partielle Funktion f genau dann Turing-berechenbar ist, wenn die Menge der Paare
(Argument, Funktionswert), wobei f auf dem Argument definiert ist, Turing-akzeptierbar ist.

Satz 6.6.3 CHARAKTERISIERUNG VON TURING-AKZEPTANZ DURCH TURING-BERECHENBARKEIT

Sei 3 ein Alphabet. Eine Sprache L C ¥* ist T.a. genau dann, wenn die Funktion XJLF: P {0,1} (siche
Abschnitt 2.3) T.b. ist.
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Beweis: Wir beweisen die beiden Teile von Satz 6.6.3 getrennt:

(A): Sei M eine DTM, die L akzeptiert. Wir definieren eine Maschine M’ iiber ¥ mit Sonderzeichen
1 € T folgendermafien:

input w € ¥*;

simuliere M (w);

falls M (w) |, dann 16sche Band und schreibe 1;
stoppe mit gy1.

Dann gilt:

Xf(w)=1 <« ( Definition von x} )
weL
< (M akzeptiert L)
M(w)]
< ( Definition von M’ )
M’ (w) stoppt mit ¢y1.

Aus der Definition von Turing-Berechenbarkeit folgt, dass M’ die partielle Funktion er berechnet.
(B): Sei M eine DTM, die x; berechnet. Dann akzeptiert M auch L. X 6.6.3

Satz 6.6.4 CHARAKTERISIERUNG VON TURING-BERECHENBARKEIT DURCH TURING-AKZEPTANZ

Eine partielle Funktion f: N™ 2 N ist T.b. genau dann, wenn die Sprache
graphy = {bin(r1,...,20,y) | 21, 20,y €N und f(21,...,2,) =y}

tiber dem Alphabet ¥ = {0,1} T.a. ist.

Beweis:
Wir beweisen die beiden Teile von Satz 6.6.4 getrennt:

(A): Sei M eine DTM, die f berechnet. Wir definieren eine Maschine M’ iiber {0, 1} folgendermaflen:

input w € {0,1}%;

if  w ist nicht von der Form bin((x1,...,2y),y) mit z1,...,z,,yeN — kreise
0 w ist von der Form bin((x1,...,2,),y) mit z1,...,T,, yeN —

speichere bin(y);

simuliere M (bin(x1,...,2p));

falls M (bin(x1,...,zy,)) ] mit Resultat ¢; v:
if v =bin(y) — akzeptiere w
0 v bin(y) — kreise
fi
fi
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Dann gilt: w € graph; = ( Definition von graph, )

w=bin((x1,...,2n),y) und y = f(x1,...,2,)

= ( Definition von M’ )
M’ (w) geht in die zweite Alternative der dufieren if-Anweisung

= ( Definition von M und f ist auf x1,...,z, definiert )
M’ (w) stoppt mit ¢; v und erreicht die innere if-Anweisung

= (M berechnet f, also bin(y) = bin(f(x1,...,2,)) =v)
M’ (w) fiihrt erste Alternative der inneren if-Anweisung aus und stoppt.

w ¢ graph; = ( Definition von graph, )

w ist nicht von der Form bin((x1,...,25),y)
oder w ist von dieser Form und f(z1,...,2,) = undef
oder w ist von dieser Form und y # f(z1,...,2,) € N

= ( Definition von M’ )
M’ (w) kreist in der ersten Alternative der dufleren if-Anweisung
oder M'(w) kreist beim Simulieren von M (w)
oder M'(w) kreist in der zweiten Alternative der inneren if-Anweisung
= ( Quintessenz der drei Fille )
M (w) kreist.
Aus den beiden Implikationen folgt: M’ akzeptiert graph Iz

(B): Sei umgekehrt M eine DTM, die graph; akzeptiert. Wir definieren eine Maschine M iiber {0, 1}
folgendermaflen:

input xq,...,x,;
speichere bin(x1,...,x,);
installiere Zdhler v = 0, 1,10, 11, 100, ... auf nach links unendlichem Band (anfinglich v = 0);
do true — wv:=wv+1 (bindre Addition)
0 true — simuliere M(bin(z1,...,7,,0));

falls M (bin(x1,...,xn,v)) |, merke v, 16sche Band, schreibe v, stoppe mit gy v
od

Wegen der Auswahl in der do-Anweisung ist M’ eine nichtdeterministische Maschine. In der ersten Zeile
der Schleife wird v hochgezihlt und damit ein Wert ,geraten®, der Funktionswert von f an der Stelle
(z1,...,2,) sein kénnte. Genauer:

f(z1,...,zn) =y = ( Definition von M’ )
M’ (bin(x1,...,2z,)) kann y-mal die erste Schleifenalternative
wéhlen (dann v = bin(y)), danach die zweite
= (M akzeptiert graph; )
M(bm((wl, LR xn)a y)) !
= ( Definition von M’ und v = bin(y) )
M'(bin(z1,...,xy,)) hat eine Berechnung, die mit g v stoppt.
f(n) = undef = ( Definition M’ )
M'(bin(xq,...,x,)) kreist entweder dadurch, dass immer nur
die erste Alternative gewahlt wird, oder dadurch,
dass die Simulation von M (bin((x1,...,2y),y)) kreist.
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Offenbar kann man die Maschine det(M') mit Hilfe einer ,,Bandbereinigung® so modifizieren, dass sie mit
den gleichen Bandinhalten wie M’ stoppt. Beide Implikationen zusammen ergeben, dass f durch (die so
modifizierte) det(M') berechnet wird. X 6.6.4

6.7 Turingmaschinen und Grammatiken

Wir charakterisieren in diesem Abschnitt die Chomsky-0- und auch die Chomsky-1-Sprachen durch Tu-
ringmaschinen.

6.7.1 Chomsky-0-Sprachen

Fiir die Turing-akzeptierbaren Sprachen gilt der folgende fundamentale Satz, der auf eine Beziehung
zwischen formalen Grammatiken und Turingmaschinen hinausléduft:

Satz 6.7.1 CHOMSKY-0-SPRACHEN = TURING-AKZEPTIERBARE SPRACHEN
Sei Y ein Alphabet und sei L C X*. Dann sind die beiden folgenden Figenschaften dquivalent:

o L ist Chomsky-0.

o [ ist Turing-akzeptierbar.

Wenn L T.a. ist, bedeutet das, dass ein Algorithmus existiert, der Worter w € X* als Eingabe akzeptiert
und anhélt, wenn w € L, bzw. kreist, wenn w ¢ L. Wenn L jedoch von G erzeugt wird, bedeutet das
informell, dass ein Algorithmus existiert, der die Worter von L der Reihe nach ,,aufschreibt“. Es ist nicht
ganz offensichtlich, wie diese beiden verschiedenen Dinge miteinander in Verbindung gebracht werden
konnen.

Beweis:
(=):
Wir zeigen, dass jede Chomsky-0-Sprache L auch Turing-akzeptierbar ist.

L werde von einer Chomsky-0-Grammatik G = (N, X, P, S) erzeugt: L(G) = L. Wir konstruieren eine
nichtdeterministische Turingmaschine M, die L akzeptiert. M arbeitet wie folgt:

(1) M reserviert einen Eingabebereich und belisst ein vorgegebenes Eingabewort w € ¥* unverédndert
auf diesem Bereich.

(2) Auf dem anfangs leeren Restband erzeugt M schrittweise Wérter itber N UY gemifl den Regeln aus
P, beginnend mit dem Startwort S. In jedem Schritt wahlt M nichtdeterministisch ein Teilwort u
aus dem zuletzt erzeugten Wort und eine Regel © — v aus P und ersetzt dann u durch v. Entsteht
in irgendeinem Schritt das Eingabewort w, so wird w akzeptiert.

(«):
Wir zeigen, dass jede Turing-akzeptierbare Sprache L auch eine Chomsky-0-Sprache ist. L werde ak-

zeptiert von einer DTM M = (Q,%,T', 1,6, qo,qy). Wir konstruieren jetzt eine Chomsky-0-Grammatik
G = (N,%,P,S) mit L(G) = L in vier Schritten:



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 141

1. Der erste Teil der Grammatik erzeugt ein beliebiges, nicht leeres Wort w € T doppelt in einer
Kette von Nichtterminalzeichen. Die Idee ist: Eine Kopie bleibt erhalten, wiahrend auf der zweiten
Kopie M simuliert wird. Akzeptiert M, wird alles, was zur Simulation gehort, geloscht, und iibrig
bleibt das (dann akzeptierte) Wort.

2. Der zweite Teil der Grammatik simuliert M.

3. Der dritte Teil der Grammatik 16scht im Fall der Akzeptanz die Uberreste der Simulation, wandelt
aber die erste Kopie des Wortes in Terminalzeichen um.

4. Das leere Wort w = ¢ wird als ein (kleiner) Sonderfall behandelt.

Um diese Idee zu realisieren, fiihren wir als Nichtterminale der Grammatik zweidimensionale Vektoren
ein. Oben wird ein zu priifendes Wort geschrieben (und nie geléscht). Unten wird zuerst ebenfalls das zu
priifende Wort geschrieben, dann aber wird dort auch die Simulation durchgefiihrt. Dazu gehoren zwei
spezielle Endzeichen, $; und $,, die das linke bzw. rechte Ende des bislang inspizierten Turingbandes
symbolisieren.

Insgesamt verwenden wir die folgende Nichtterminalmenge:

N = {S} U {(;) xEEU{\_:}undXQFUQU{$l}U{$r}}a

wobei die unteren Komponenten X immer nur genau ein Element aus I' und hochstens je ein Element
aus @, {$;} und {8, } enthalten. Der Klarheit halber verwenden wir im Beweis folgende Buchstaben:

a, b fiir Elemente aus ¥,
x,y fir Elemente aus SU{ '}
und B, C fur Elemente aus I' (was ja XU{ s} einschliefit).

Schritt 1: Doppel-Anfangskonfigurationen erzeugen.

Hier wird im Wesentlichen eine Kette von Nichtterminalen der Form < {Z}> mit a € ¥ erzeugt. Diese

Kette stellt die beiden Kopien eines Anfangswortes a; ... a, € 1 dar (wir erzeugen also mindestens einen
Buchstaben; um das leere Wort kiimmern wir uns spéiter). Das erste und das letzte Element des unteren
Teils dieser Kette werden passend mit Anfangszustand und Links- bzw. Rechtsmarkierungen versehen:

. a b ;e
1.1: S — ({a,qo,$l,$7-}> | ({b,qo’&})s fiir alle a,b € X

/ a ’ b o
1.2 8 — <{a}> S ({b, $T}> fiir alle a,b € 3

Mit Hilfe dieser Grammatik sind fiir n > 2 folgende Ableitungen mdoglich:

$ ~inne (omsn) (@) - (ars):

Damit wird auf der oberen Zeile ein Eingabewort ajas...a, € X7 (fest)geschrieben, wihrend auf der
unteren Zeile die Turingmaschine M durch das Vorhandensein des Zustands qg quasi darauf wartet,
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loszulaufen. $; markiert den linken Rand, $, den rechten Rand des , bislang besuchten* Turingbandes.
Zu beachten ist, dass es sich bei dem erzeugten Wort um kein terminales Wort, sondern um eine Kette
von n Nichtterminalsymbolen der Grammatik handelt. Die Regeln 1.1, 1.2 sind also nicht rechtslinear!
(Aber fast.)

Schritt 2: Transitionsrelation —;; von M simulieren.

Hier werden die Bewegungsmoglichkeiten von M aus Definition 6.3.2 in der Grammatik G nachgebildet.

) falls ((¢, B),(¢’,C,L)) €6

2.1a: (m) — ( - )( v und {B,q,$;} C X mit
X sy \enmasyogey) | mdiBesi X

falls ((¢, B), (¢’,C,L)) € 6
2.10; (5) ()33() - (Y Uy{q’}> ((X\{B,Z})U{C}) ‘;?;gg’ji}é}f(;ge M d €O
. - falls ((¢,B), (¢, C,N)) €6
= (1) o (ewadeen) B
) falls ((¢, B),(¢’,C,R)) € ¢

€T J

2.3a: (;() - ((X\{B,q,$r}) U{C}) ({u,q’,&}

) ) alls ((¢,B),(¢,C,R)) €0
2.3b: (X) (5) - <(X\{B,q}) U{C}) (y uy{q’}) filfll; é%:%fq}?%% 661“’ 7,4 €Q

und {B,q¢,$,} € X mit
reXU{u}, B,CeT, q,¢d €Q

Die Klauseln 2.1, 2.2 und 2.3 spiegeln Links- bzw. Nicht- bzw. Rechtsbewegungen des LSK wider. Da-
bei modellieren die Regeln 2.1a bzw. 2.3a, dass anhand der Randmarkierungen ein linker bzw. rechter
Rand erkannt wird. Es wird dann links bzw. rechts ein neues Blankzeichen eingefiihrt (potenzielle Un-
endlichkeit!), und die Randzeichen werden weiter nach links bzw. nach rechts (und nie wieder zuriick)
geschoben. Die Regeln 2.1b und 2.3b sind fiir Links- bzw. Rechtsbewegungen zusténdig, die nicht am
Rand stattfinden. Es ist unschwer zu sehen, dass es immer nur genau ein Nichtterminalzeichen gibt, das
auf der unteren Ebene einen Zustand g enthilt. Die Zeichen $; und $,. befinden sich immer im ganz linken
bzw. im ganz rechten Nichtterminal. (Sie sind notig, weil sonst die Regeln 2.1a und 2.3a auf ein inneres
Nichtterminal angewendet werden kénnten; dort sind allerdings die Regeln 2.1b bzw. 2.3b zustéindig.)

Schritt 3: Endkonfiguration 16schen.

Hier werden tatsdchliche Terminalzeichen in ¥ erzeugt, und zwar aus dem Wort, das in der ersten Zeile
steht, vollstdndig aber nur dann, wenn die Simulation einen Endzustand ergeben hat (3.1). Da die Simu-
lation iiber den linken bzw. rechten Rand von a; ...a, hinausgelaufen sein kann, kénnen in der oberen
Zeile Blankzeichen entstanden sein. Diese miissen verschwinden, wenn ein Terminalwort entstehen soll,
und das geht natiirlich nur durch Umwandlung in das leere Wort (3.2).

3.1: <;> — a firaeXund X CTU{gs}U{$;} U{$,}

3.2: (;‘,) — & fir X CTU{g}U{$;}U{$,}
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Schritt 4: Leeres Wort bedenken.

Damit die Grammatik auch das leere Wort erzeugen kann, falls M es akzeptiert, fiigen wir noch eine
Produktion hinzu:

J
S ({u7Q(),$z,$r}>

Offenbar entspricht dies der anfinglichen Konfiguration ¢oe bzw. ¢ous. Die Simulation (Schritt 2) kann
daraus in der unteren Zeile eine Konfiguration mit Endzustand erzeugen, genau dann, wenn € € L gilt,
wonach Schritt 3.2 zur Produktion des leeren Wortes fiihrt.

Insgesamt gilt fiir die so definierte Grammatik G mit Startsymbol S und fiir alle w = ay...a, € ¥*
(n>2)und v € T*:

* * al a2 a”I’L
Qw —h ugrv & S KL ({a1,qo,$z}) ({ag}) ({am&}) (Regeln 1.1, 1.2)

eine Kette von Nichtterminalzeichen, die

Fe in der oberen Zeile Li*ay ...a, " und (Regeln 2.1a-2.3b)
in der unteren Zeile L*ugrvu™ enthélt
Fo w(=ar...a,) (Regeln 3.1, 3.2),

und analog fiir ein einbuchstabiges Wort w = a; € X+, sowie fiir w = ¢ € ¥* und v € I'*:

L
x H 14
Qw —3 uqpv & S kg ({\_:,qo, $z,$r}> (Regel 4)
eine Kette von Nichtterminalzeichen, die
Fe in der oberen Zeile L* und (Regeln 2.1a-2.3b)
in der unteren Zeile L™ ugrv ™ enthélt
o w(=e¢) (Regeln 3.2).
Wir erhalten L(G) = L, wie gewiinscht. X 6.7.1

6.7.2 Chomsky-1-Sprachen

Wir untersuchen nun, welche Einschrankung von Turingmaschinen — qua Satz 6.7.1 — den monotonen
Grammatiken entsprechen. Bei einer monotonen Grammatik koénnen die Worter in einer Ableitung
hochstens linger werden (mit Ausnahme der Ableitung S — ¢). Da die Simulation in Teil (=) des
Beweises von Satz 6.7.1, vom Wort w ausgehend, eine Ableitung riickwérts konstruiert, kann sie so von-
statten gehen, dass die auf dem Restband erzeugten Worter hichstens so lang sind wie das Eingabewort.
Auch sind rechte Seiten von Produktionen, die linger als das Wort sind, uninteressant, da sie zur Erzeu-
gung nicht notig sind. Die Ersetzung von v durch u, wenn v — v eine monotone Produktion ist, kénnte
also sogar innerhalb der Wortgrenzen selbst geschehen, weil das Wort dadurch héchstens verkiirzt werden
kann. Das legt die folgende Definition nahe:
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Definition 6.7.2 LINEAR BESCHRANKTER AUTOMAT

Eine Turingmaschine M = (Q,%,T', U, d, qo, qy) heifit linear beschrinkter Automat (LBA), wenn fiir alle
partiellen Berechnungen

o = qw —y k1 —um ke —a ... (wobei die ki, i =0,1,2,. .. Konfigurationen sind)
el
gilt: in jedem endlichen Prifix w von ¢ gilt
0 < anz(R,m)—anz(L,m) < max(0,|w|—1),

wobei anz(R, ) und anz(L,n) die Anzahlen der Rechts- bzw. der Linksbewegungen des LSK in 7 sind.
X 6.7.2

Mit anderen Worten: ein LBA bewegt sich niemals iiber die linke Grenze des Eingabewortes w nach links,
und auch niemals iiber die rechte Grenze von w nach rechts. Es gilt:

Satz 6.7.3 CHOMSKY-1-SPRACHEN = LBA-AKZEPTIERBARE SPRACHEN
Sei X ein Alphabet und sei L C X*. Dann sind die beiden folgenden Figenschaften dquivalent:

e L ist Chomsky-1.
e L ist durch einen LBA akzeptierbar.

Beweis: Der Beweis von Satz 6.7.1 ist fast vollstandig wiederverwendbar.
Die Richtung (=) wurde bereits skizziert.

Fiir die Richtung (<) sei M ein LBA, der L akzeptiert, und sei G die Grammatik, die im Beweis
von Satz 6.7.1(<«=) konstruiert worden ist. In G sind nur die Produktionen (3.2) nicht monoton. Diese
werden jedoch hochstens nétig nach Anwendungen von (2.1a) und (2.3a), oder nach Anwendung von
(4). Anwendungen von (2.1a) und (2.3a) kommen allerdings wegen der LBA-Eigenschaft von M nicht
vor; diese Produktionen kénnen also sofort gestrichen werden. Die Produktion (4) ist fiir das leere Wort
zustdndig. Man kann allerdings leicht durch Simulation von M testen, ob das leere Wort in L liegt, denn
M macht mit Eingabe w = € laut Definition weder Rechts- noch Linksbewegungen. Deswegen streichen
wir auch Regel (4) (und als Konsequenz auch die einzigen nicht-monotonen Regeln (3.2.)) und unterziehen
das leere Wort einer Extrabehandlung.

Genauer: sei G’ die Grammatik, die aus G durch Streichen von (2.1a), (2.3a), (4), sowie (3.2) erhalten
wird. Dann gilt nach dem eben Gesagten (und dem vorigen Beweis) L(G’) = L\{e}. Sei

o G falls e ¢ L
B G’ plus Produktionen S” — € | S (und neues Startsymbol S”) falls e € L.

Es gilt L = L(G"), und G” ist vom Erweiterungstyp. X 6.7.3

Achtung! In der Literatur wird ein LBA meist so definiert, dass ein Eingabewort zwischen
zwei unverriickbare Grenzzeichen gesetzt wird. Das hat den Vorteil, dass man beim Program-
mieren eines solchen Automaten syntaktisch abfragen kann, ob der linke bzw. der rechte Rand
erreicht ist, und dass man einem Automaten direkt ansieht, dass er ein LBA ist (was mit Defi-
nition 6.7.2 nicht der Fall ist), aber den Nachteil, dass Akzeptanz extra definiert werden muss
und dass die beiden Beweise nicht ganz so direkt ineinander {ibergehen.
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Bemerkungen

e Fiir praktische Zwecke mag es ungiinstig sein, die LSK-Bewegungen einer TM alleine auf den Ein-
gabebereich zu beschranken. Man kénnte deshalb versucht sein, die Bedingung der Definition 6.7.2
folgendermaflen abzuschwéchen:

lanz(R, ) — anz(L, )| < £(Jw]), (6.3)

wobei ¢ irgend eine Funktion von N nach N ist. Man kann (durch eine Technik, die der im Be-
weis dhnelt) zeigen, dass man dadurch keine gréfiere Sprachklasse gewinnt, sofern £(n) eine lineare
Funktion von n € N ist. Diese Eigenschaft hat den LBA ihren Namen gegeben.

e Die Maschine M, die in Teil (=) des Beweises aus der gegebenen Grammatik konstruiert wird, ist im
Allgemeinen hochgradig nichtdeterministisch. Man kann auf diese Maschine die Konstruktion 6.4.2
anwenden, um eine sprachiquivalente deterministische Maschine det(M) zu bekommen. Offenbar
braucht diese Maschine aber zur Simulation mehr Platz auf dem Band. Ob sie auch wesentlich
mehr Platz braucht, d.h.: ob es gelingt, die Bedingung (6.3) mit einer deterministischen Maschine
und mit einer geeigneten linearen Funktion einzuhalten oder nicht, ist ein offenes Problem — das

sogenannte DLBAZLBA-Problem — der theoretischen Informatik.

Ende der Bemerkungen

6.8 Ubungsaufgaben

1. Gegeben sei die Sprache
L={a"b"c" | m,ne NAm >n}

iiber ¥ = {a,b,c}. Konstruieren Sie eine Turingmaschine T'M, welche die Sprache L akzeptiert.
Die Darstellung der Ubergangsrelation soll anhand einer Turingtafel erfolgen. Beschreiben Sie die
Arbeitsweise Threr Turingmaschine.

Achtung: Das Arbeitsalphabet T soll nur aus den Zeichen a, b, ¢ und s (Blank) bestehen.
2. Gegeben seien das Alphabet ¥ = {0, 1} und die Palindromsprache (sieche Abschnitt 3.3):

L, = {w | w ist ein Palindrom iiber X}.

Konstruieren Sie eine Turingmaschine M, welche die Palindromsprache L,, akzeptiert, d.h. L(M) =
L,. Die Darstellung der Uberfiihrungsfunktion soll anhand einer Turingtafel oder eines Turing-
maschinengraphen erfolgen. Beschreiben Sie die Arbeitsweise Threr Turingmaschine allgemein und
durch Angabe der akzeptierenden Berechnung, wenn die Turingmaschine auf das Wort 10001 ange-
setzt wird.

3. Konstruieren Sie eine Turingmaschine M, welche die folgende Funktion berechnet:

N —- N
f: {2*71—1 , falls n >0
n —
0 , sonst.
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Die Darstellung von n und f(n) soll in bin#rer Schreibweise erfolgen. Beschreiben Sie die Arbeits-
weise Threr Turingmaschine informell und anhand einer Turingtafel oder eines Turingmaschinengra-
phen.

Gegeben seien zwei Sprachen L; und Lo iiber einem Alphabet X, sowie zwei Turingmaschinen M,
und M mit L(M;) = Ly und L(Ms) = Lo. Gesucht sind Turingmaschinen, welche die Sprachen

a) LiNLs
b) Ly ULy

akzeptieren. Beschreiben Sie ausfiihrlich die Arbeitsweise der zu konstruierenden Turingmaschinen
(umgangssprachlich, aber dennoch méoglichst prizise).



Kapitel 7

Berechenbarkeit und
Entscheidbarkeit

In diesem Kapitel (genauer gesagt, in Abschnitt 7.2) wollen wir erstmals eine konkrete nicht-Turing-
berechenbare Funktion und eine konkrete nicht-Turing-akzeptierbare Sprache angeben. Wir verwenden
dazu die Methode der ,,Selbstanwendung*®, indem wir die Beschreibungen von Turingmaschinen als Band-
inhalte zulassen. Vorher — in Abschnitt 7.1 — untersuchen wir die Begriffe Turing-Berechenbarkeit und
Turing-Akzeptierbarkeit noch etwas genauer und setzen sie zu zwei algorithmischen Begriffen, dem der
Aufzihlbarkeit und dem der Entscheidbarkeit, in Beziehung. In Abschnitt 7.3 wenden wir uns einigen
unentscheidbaren Problemen bei formalen Grammatiken zu. Wir beenden dieses Kapitel — Abschnitt 7.4
— mit einer zusammenfassenden Darstellung der Chomsky-Hierarchie.

Wir wollen von der Churchschen These ausgehen, die besagt, dass der Begriff ,, Turing-berechenbar* eine
gute Formalisierung des intuitiven Begriffs , berechenbar® ist. Diese These wurde von Alonzo Church ca.
1937 zuerst formuliert, als klar wurde, dass sehr viele versuchte Formalisierungen des Begriffs ,, Berechen-
barkeit“ (darunter eben auch die Turing-Berechenbarkeit) auf das Gleiche herausliefen. Die Churchsche
These hat intuitiven Charakter und ist im strengen Sinn unbeweisbar. Auch heute noch gibt es Uberle-
gungen, z.B. im Zusammenhang mit neuen Rechenmodellen wie den Quantencomputern oder Rechnern
mit massiver Parallelitdt, diese These eventuell neu zu fassen.

Die Churchsche These erlaubt es uns, manchmal etwas lax im Sprachgebrauch zu sein. Z.B. sagen wir
nur ,, berechenbar®, wo streng genommen eigentlich ,, Turing-berechenbar® stehen sollte, oder wir sprechen
von einem ,, Algorithmus®“, wo eine Turingmaschine (oder auch ein WHILE-Programm) gemeint ist.

7.1 Aufzidhlbarkeit und Entscheidbarkeit

7.1.1 Definitionen

Wir kniipfen an Satz 6.7.1 an. Nach diesem Satz kommt es auf das Gleiche heraus, ob eine Sprache
von einer Grammatik erzeugt oder von einer Turingmaschine akzeptiert wird. Bei der Erzeugung sind die
Worter der Sprache der Qutput einer Grammatik, bei der Akzeptanz aber der Input einer Turingmaschine.

147
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In der néchsten Definition fassen wir eine Sprache nicht als Input, sondern als Output einer TM auf. Im
Folgenden sei ¥ ein festes Alphabet.

Definition 7.1.1 REKURSIVE AUFZAHLBARKEIT

Eine Sprache L C X* heifit rekursiv aufzihlbar (kurz: r.a.), wenn sie entweder leer ist oder wenn eine
totale Turing-berechenbare Funktion f: N — 3* mit der Eigenschaft

L = {f(0),f(1),f(2),.. .}

existiert. X 7.1.1

Die Idee ist dhnlich der Erzeugbarkeit durch eine Grammatik: die Worter in L werden systematisch
aufgezihlt, indem die Turingmaschine, die f berechnet, die Indices 0, 1, 2 etc. als Eingabe bekommt und
der Reihe nach die Worter f(0), f(1), f(2) etc. ausgibt. Wir erlauben, dass Worter in dieser Aufzéhlung
sich wiederholen; dies ist notig, weil die endlichen Sprachen auch als rekursiv aufzéhlbar definiert sein
sollen. Das Wort ,,rekursiv®, das in dieser Definition neu vorkommt, hat eine historische Bedeutung und
kann als Synonym fiir ,,algorithmisch* gelesen werden.

Man kann die Definition der rekursiven Aufzéhlbarkeit gut mit dem Begriff der Abzahlbarkeit vergleichen
(siehe Abschnitt 2.1.5). Eine Menge X ist abzéhlbar, wenn X = () oder wenn eine Funktion f von N nach
X mit der Eigenschaft

X = {f(0),f(1), f(2),.. .}

existiert. Der einzige und entscheidende Unterschied ist, dass im Fall der rekursiven Aufzdhlbarkeit die
Funktion f als Turing-berechenbar gefordert wird. Intuitiv heifit dies: eine Menge ist abzahlbar, wenn
man ihre Elemente im Prinzip in eine Reihenfolge 0, 1, 2, usw. bringen kann, sie ist rekursiv aufzéhlbar,
wenn es einen Algorithmus gibt, der sie in einer solchen Reihenfolge aufschreibt. Jede rekursiv aufzéihlbare
Sprache ist damit auch schon per definitionem abzihlbar (wie auch sowieso schon auf Grund der Tatsache,
dass jede Sprache abzéhlbar ist). Wir werden bald sehen, dass die Umkehrung nicht gilt: es gibt ndmlich
Sprachen, die nicht rekursiv aufzéihlbar sind.

Jetzt kniipfen wir an die Charakterisierung von Turing-Berechenbarkeit aus Satz 6.6.3 an, um noch einen
weiteren Begriff zu definieren:

Definition 7.1.2 SEMI-ENTSCHEIDBARKEIT
FEine Sprache L C ¥* heifit semi-entscheidbar, wenn die Funktion xZ Turing-berechenbar ist. X 7.1.2

Das bedeutet, dass zu einer semi-entscheidbaren Sprache ein Algorithmus existiert, der fiir ein beliebiges
vorgegebenes Wort anhélt, wenn das Wort in der Sprache ist, und andernfalls kreist.

Korollar 7.1.3 UMFORMULIERUNG VON SATZ 6.6.3

Eine Sprache ist semi-entscheidbar genau dann, wenn sie Turing-akzeptierbar ist. X 7.1.3

Es liegt nahe, eine entsprechende Eigenschaft unter Benutzung der Funktion x (an Stelle von XZ) zZu
definieren:



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 149

Definition 7.1.4 ENTSCHEIDBARKEIT
Eine Sprache L C X* heifit entscheidbar, wenn die Funktion x; Turing-berechenbar ist. X 7.14

Das bedeutet, dass es fiir eine entscheidbare Sprache einen Algorithmus gibt, der fiir ein beliebiges vorge-
gebenes Wort stets mit dem Ergebnis 1 anhiélt, wenn das Wort in der Sprache ist, und mit dem Ergebnis
0, wenn das Wort nicht in der Sprache ist.

Der entscheidende Unterschied zwischen Semi-Entscheidbarkeit und Entscheidbarkeit ist der Hochindex
*. Eine TM, die eine Sprache entscheidet, stoppt fiir alle Inputs, wihrend eine TM, die eine Sprache L
semi-entscheidet, nur fiir Inputs aus L stoppt.

7.1.2 Codierung von Entscheidungsproblemen als Sprachen

Dieser Abschnitt dient dazu, verschiedene Verwendungen des Wortes ,,entscheidbar® mitein-
ander in Bezug zu bringen (siehe die Abschnitte 4.6, 5.6 und 7.1.1). Er dient auch dazu, die
Bedingungen zu erldutern, die an eine gute Codierung gestellt werden (siehe Abschnitt 2.5).
Leser/innen, denen diese Beziehung klar ist, konnen ohne Weiteres direkt zu Abschnitt 7.1.3
springen.

Den Begriff , entscheidbar® haben wir bereits im Zusammenhang mit Entscheidungsproblemen bei Gram-
matiken und Automaten kennen gelernt, zum Beispiel in Abschnitt 4.6 und in Abschnitt 5.6. Dort war
der Begriff allerdings nur informell verstanden worden. Er kann jetzt durch den scharf gefassten Begriff
der Definition 7.1.4 ersetzt werden,

indem ein Entscheidungsproblem als eine Sprache aufgefasst wird.

Wie das geschehen kann, wird in diesem Abschnitt erkldrt. Wir iibersetzen einfach ein Entscheidungs-
problem in eine Sprache,

wobei die Ja-Instanzen genau den Wortern der Sprache entsprechen.

Unter einem FEntscheidungsproblem verstanden wir informell eine Spezifikation mit n Eingabeparametern
und einem Booleschen Ausgabeparameter. Fiir die n Eingabeparameter I, ..., I, soll eine Eigenschaft
F(Iy,...,I,) untersucht werden, und es soll ein ,wahr“ oder ein ,falsch“ — bzw. ein ,ja* oder ein ,nein
bzw. eine ,,1¢ oder eine ,0¢ — als Ausgabe geliefert werden, je nachdem, ob die Eigenschaft gilt oder
nicht (siehe Abbildung 7.1 links). Beispielsweise hat das Wortproblem fiir allgemeine Grammatiken zwei
Eingabeparameter: eine Chomsky-0-Grammatik G und ein Wort w € ¥* und die Frage lautet, ob w €
L(G) gilt oder nicht (Abbildung 7.1 rechts). Je nachdem, welche Klasse von Grammatiken fiir G zugelassen
ist, unterscheidet man weitere Wortprobleme. In der Abbildung 7.2 sind das Wortproblem fiir monotone
Grammatiken und das Wortproblem fiir konteztfreie Grammatiken dargestellt.

Die Semi-FEntscheidbarkeit eines Entscheidungsproblems mit den Eingabeparametern I, ..., I, und der
Frage F(Iy,...,I,) bedeutet die Existenz eines Algorithmus (z.B. einer Turingmaschine) der folgenden
Art:

input I,...,I;
if F(I1,...,I,) — stoppe U —F(I,...,I,) — kreise fi
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n Eingabeparameter Iy,..., 1, Chomsky-0-
Grammatik Wort
l l l G iiber X l w e X*
F(L,....I,) ? we LG) ?
lja / nein l ja / nein

Abbildung 7.1: Entscheidungsproblem: schematische Darstellung (links); Wortproblem (rechts)

monotone kontextfreie
Grammatik ‘Wort Grammatik ‘Wort
G iiber X l leE* G iber X l leE*
w € L(G) ? we L(G) ?
lja / nein lja / nein

Abbildung 7.2: Wortproblem fiir monotone Grammatiken (links) und fiir k.f. Grammatiken (rechts)

Die Entscheidbarkeit bedeutet hingegen die Existenz eines Algorithmus der Art:

input I,...,1,;
if F(I,...,I,) — stoppe mit ,ja“ 0 —F(Iy,...,I,) — stoppe mit ,nein“ fi

Der einzige — aber entscheidende — Unterschied liegt in der zweiten Alternative der if-Anweisung: hier
kreist ein Semi-Entscheidungsalgorithmus, wihrend ein Entscheidungsalgorithmus mit ,,nein“ stoppt.

Beispiele:

In Abschnitt 5.6 wurde bereits gezeigt, dass das Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken entscheidbar
ist. Auch das Wortproblem fiir monotone Grammatiken ist entscheidbar. Dies weisen wir durch die Angabe
des folgenden Algorithmus nach:

input monotone Grammatik G = (N, X, P, S), Wort w € ¥*;
if w=e¢ — stoppe mit ,ja“, falls (S — ¢) € P, und mit ,nein“ andernfalls
0 w#e — konstruiere folgenden Graph:
Knoten {ve(NUX)* | |v|<|w|}, Kanten {(v',v) | V' kg v};
{ Dieser Graph ist endlich und enthélt sowohl S als auch w }
stoppe mit ,ja“, falls ein Pfad von S nach w in diesem Graphen existiert,

und mit ,nein“ andernfalls
fi
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Dieser Algorithmus ist von exponentieller Laufzeit, gemessen an der Linge |w| des Eingabewortes, weil
der konstruierte Graph genau (|N|4|Z|)*l Knoten hat. Seine Korrektheit hingt von der Eigenschaft der
Monotonie ab. Wenn ein Pfad von S nach w in dem angegebenen Graphen existiert, kann, ohne die Mo-
notonie zu bemiihen, gesagt werden, dass w in L(G) liegt. Wenn jedoch kein solcher Pfad existiert, lésst
dies nur im Falle der Monotonie auch den Schluss zu, dass w nicht in L(G) liegt. Wire G nicht monoton,
konnte es eine Ableitung geben, die aus dem Graphen heraus zu einem Wort = der Linge |z| > |w]| fiihrt,
und danach erst (verkiirzend) zu w. Der angegebene Algorithmus ist also kein Entscheidungsalgorith-
mus fiir das Wortproblem fiir allgemeine Grammatiken, sondern nur fiir das Wortproblem fiir monotone
Grammatiken.

Das Wortproblem fiir allgemeine Grammatiken ist semi-entscheidbar:

input Chomsky-0-Grammatik G = (N, X, P, S), Wort w € 3¥*;
durchsuche den Ableitungsbaum mit Wurzel S in Breitensuche;

if  w wird gefunden —  stoppe mit ,w € L(G)“
U der Baum ist endlich und enthilt w nicht —  kreise

0 andernfalls — fahre mit der Suche fort
fi

Dieser Algorithmus zeigt aber weder, dass das allgemeine Wortproblem entscheidbar ist, noch, dass es
nicht entscheidbar ist! Es konnte ja noch einen ,clevereren® Algorithmus geben. Die Unentscheidbarkeit
des allgemeinen Wortproblems folgt erst aus einigen Unmoglichkeitsargumenten, auf die wir bald eingehen
werden.

Ende der Beispiele.

Um die Verbindung zwischen einem Entscheidungsproblem und einer formalen Sprache herzustellen und
um den Input eines Entscheidungsproblems auf ein Turingband schreiben zu kénnen, muss ein solcher
Input als ein Wort einer Sprache codiert werden. Wir erkliren das Prinzip anhand des Wortproblems.
Eingaben sind also eine Grammatik G iiber ¥ und ein Wort w € ¥*. Die Bestandteile N, X, P, S von G
und das Wort w kénnen als Tupel aufgefasst und mit den Methoden des Abschnitts 2.5 z.B. binér codiert
werden. Ublicherweise werden, wie gesagt, diejenigen Codewdérter in die Sprache aufgenommen, die zu
einer ,Ja“-Antwort gehoren, in diesem Fall (Wortproblem) also genau die Codewérter, die zu G und w
mit w € L(G) gehoren. Fiir Wérter iiber dem Codealphabet gibt es im Allgemeinen drei Moglichkeiten:

e ¢s handelt sich um ein Codewort in der Sprache (dann gibt ein eventuell existierender Entschei-
dungsalgorithmus eine ,,Ja“-Antwort aus);

e oder es handelt sich um ein Codewort, das nicht in der Sprache liegt (dann gibt ein eventuell
existierender Entscheidungsalgorithmus eine , Nein“-Antwort aus, und ein eventuell existierender
Semi-Entscheidungsalgorithmus kreist);

e oder es ist ein Wort, das gar kein Codewort ist, das also nicht zu einem Paar G,w gehort (dann
braucht ein eventuell existierender Entscheidungsalgorithmus oder Semi-Entscheidungsalgorithmus
nichts weiter zu tun, weil solche Eingaben uninteressant sind).

Die dritte dieser Moglichkeiten ist nur ein kleines formales Argernis, denn mit einer surjektiven Codierung
kann man stets erreichen, dass jedes Codewort einem Paar G, w entspricht, und dann gibt es nur die beiden
anderen Moglichkeiten. Ist die Codierung nicht surjektiv, gibt es wegen der verniinftigen (effektiven)
Codierungsmethode zumindest immer einen Algorithmus, der fiir ein gegebenes Wort bestimmt, ob es
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ein Codewort fiir eine Entscheidungsproblemeingabe ist oder nicht. Es gibt jedoch nicht immer einen
Algorithmus, der fiir ein gegebenes Codewort entscheidet, ob dieses zur Sprache gehort oder nicht — das
ist eben der Unterschied zwischen Entscheidbarkeit und Unentscheidbarkeit.

Ein Entscheidungsproblem kann also von jetzt an formal als eine Sprache iiber einem geeigneten Al-
phabet, z.B. iiber {0,1}, aufgefasst werden. Diese Sprache enthilt genau die (codierten) ,,Ja“-Fille des
Entscheidungsproblems. Zum Beispiel entspricht dem Wortproblem fiir allgemeine Grammatiken die fol-
gende Sprache:

‘ WP = {bin(G,w) | G ist Chomsky-0-Grammatik {iber ¥ und w € L(G)} ‘ c {0,1}".

Dem Wortproblem fiir monotone Grammatiken entspricht die folgende Sprache:

‘ WPmon = {bin(G,w) | G ist monotone Grammatik iiber ¥ und w € L(G)} ‘ c {0,1}",

und dem Wortproblem fiir kontextfreie Grammatiken entspricht die Sprache

‘ WPkf = {bin(G,w) |G ist kontextfreie Grammatik iiber ¥ und w € L(G)}. ‘ c {0,1}".

Diese Sprachen sind alle verschieden! (Es gilt allerdings WPkf C WPmon C WP.)

Frither (Abschnitte 4.6 und 5.6) haben wir die Entscheidbarkeit eines Entscheidungsproblems durch die
Angabe eines Algorithmus gezeigt, der die Eingaben des Problems als input-Parameter interpretiert.
Diese Betrachtungsweise ist gleichbedeutend mit der Angabe eines Algorithmus fiir die Entscheidbarkeit
der entsprechenden Sprache iiber {0,1}, und zwar wieder wegen der (umkehrbaren) Effektivitit der
Codierung. Wir zeigen dies anhand des Aquivalenzproblems fiir Grammatiken: ,,Gegeben zwei Chomsky-
0-Grammatiken G; und G, gilt L(G1) = L(G3)? “ Das Problem hat zwei Inputparameter, G; und G,
und wir betrachten deswegen die — effektiv konstruierbare — Codierung dieses Problems als Sprache:

AQ = {bin(G1, G2) | G1, G sind Chomsky-0-Grammatiken iiber ¥ und L(G1) = L(G2)}.

Behauptung: AQ ist (als Sprache iiber {0,1}) entscheidbar im Sinne von Definition 7.1.4 genau dann,
wenn das Aquivalenzproblem fiir Grammatiken entscheidbar ist. )
Beweis: Sei AQ entscheidbar. Ein Algorithmus zur Entscheidung des Aquivalenzproblems lautet:

input Gy, Go;
w := bin(G1, Ga); { hier benutzen wir die Effektivitét der Codierung }
stoppe mit ,ja“, falls w € AQ, und sonst mit ,,nein“ { durch Entscheidungsalgorithmus fir AQ }

Sei umgekehrt das Aquivalenzproblem entscheidbar. Ein Algorithmus zur Entscheidung von AQ lautet:

input w € {0,1}*;
decodiere w; { hier benutzen wir die effektive Umkehrbarkeit der Codierung }
if  w nicht von der Form bin(G1,G3) — kreise
0 else — errechne Gy,Gy aus bin(G1,G2)
{ auch hier benutzen wir die effektive Umkehrbarkeit der Codierung }
stoppe mit ,ja“, falls L(G1) = L(G2), und sonst mit ,nein*
{ durch Entscheidungsalgorithmus fiir L(G1) < L(G2) }
fi

Der Leser moge beachten, dass diese Beziehung ganz unabhéingig von der Frage gilt, ob AQ tatsiichlich
entscheidbar ist oder nicht! (Um ganz genau zu sein, ist A@Q nicht entscheidbar; siehe Abschnitt 7.3.3.)
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7.1.3 Beziehungen zwischen Aufzihlbarkeit und Entscheidbarkeit

Wir haben bereits gesehen, dass Semi-Entscheidbarkeit mit Turing-Akzeptierbarkeit zusammenfillt. Die
beiden néichsten Satze liefern weitere Charakterisierungen. Sei Y. ein Alphabet.

Satz 7.1.5 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN SEMI-ENTSCHEIDBARKEIT UND ENTSCHEIDBARKEIT

L C X% ist genau dann entscheidbar, wenn sowohl L als auch L= Y*\L semi-entscheidbar sind.

Beweis: Ein Entscheidungsalgorithmus fiir L kann so umgebaut werden, dass im Nein-Fall eine un-
endliche Schleife eingegangen wird, aber auch so, dass im Ja-Fall eine unendliche Schleife eingegan-
gen wird. Im ersten Fall entsteht ein Semi-Entscheidungsalgorithmus fiir L, im zweiten Fall ein Semi-
Entscheidungsalgorithmus fiir L.

Seien umgekehrt M ein deterministischer Semi-Entscheidungsalgorithmus (eine DTM) fiir L und M ein
deterministischer Semi-Entscheidungsalgorithmus fiir L. Wir konstruieren einen Entscheidungsalgorith-
mus fiir L:

input w € ¥*;

fori=0,1,... do

if M (w) stoppt nach ¢ Schritten — stoppe mit ,ja“ {esgilt welL}
0 M(w) stoppt nach i Schritten — stoppe mit ,nein“ { es gilt w ¢ L }
fi

end for

Wenn w € L, wird die erste Alternative irgendwann ausgefithrt, wenn w ¢ L, die zweite. Also terminiert
dieser Algorithmus stets. X 7.1.5

Ahnlich wie der erste Teil oben kann der folgende Satz bewiesen werden:

Satz 7.1.6 EINE ABSCHLUSSEIGENSCHAFT ENTSCHEIDBARER SPRACHEN
L C X% ist entscheidbar genau dann, wenn L entscheidbar ist.

Beweis: Ein Entscheidungsalgorithmus fiir L kann zu einem Entscheidungsalgorithmus fiir L umgebaut
werden, indem der Ja-Fall mit dem Nein-Fall vertauscht wird. X 7.1.6

Schwerer zu beweisen ist der folgende Satz.

Satz 7.1.7 ZUSAMMENHANG ZWISCHEN SEMI-ENTSCHEIDBARKEIT UND AUFZAHLBARKEIT

L C X% ist semi-entscheidbar genau dann, wenn L rekursiv aufzdhlbar ist.

Beweis: Den Fall L = () kann man vorweg behandeln. L ist dann semi-entscheidbar durch Mioop({0,1})
und rekursiv aufzéhlbar per definitionem.

(=:) Sei L # () semi-entscheidbar mittels (deterministischem) Algorithmus M. Sei z € L beliebig, aber
fest gewihlt. Wir benutzen eine beliebige effektiv umkehrbare und bijektive Codierung g: N — (X*xN)
und definieren eine Funktion f durch folgenden Algorithmus:

input n € N;

(w,m) i= g(n);

if M (w) stoppt in m Schritten — stoppe mit Ausgabe w { w € L, da M nur dann stoppt }
0 M(w) stoppt in m Schritten nicht — stoppe mit Ausgabe z { z € L }

fi
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Dann liefert f zu jedem n € N ein Wort in X*, ist also eine totale und berechenbare (da durch einen stets
terminierenden Algorithmus definierte) Funktion von N nach ¥*. Auflerdem liefert f nur Worter aus L.
Es gilt also cod(f) C L.

Beweis von L C cod(f): sei « € L. Dann stoppt M (x) nach i Schritten. Sei n = g~!(x,7). Nach Definition
von f gilt f(n) =z, also z € cod(f).

Es gilt also: f ist eine Funktion von N nach X*; f ist berechenbar; und L = cod(f). Der Beweis, dass L
rekursiv aufzéhlbar ist, ist damit erbracht.

(«<:) Sei umgekehrt L # () rekursiv aufzéhlbar mittels einer totalen und berechenbaren Funktion f von
N nach ¥*. Ein Semi-Entscheidungsverfahren fiir L kann so definiert werden:

input w € ¥*;

fori=0,1,2,... do
if f(i)=w — stoppe mit ,ja“ { esgilt we L }
0 f(i)#w — skip
fi

end for

Der Algorithmus hélt genau dann, wenn w € L. X 7.1.7

Mit dem ersten Teil dieses Beweises kann der Beweis von Lemma 2.1.2(a)=(b) (der besagt: aus der
Abzéahlbarkeit einer nicht leeren Menge folgt die Existenz einer surjektiven Funktion von N auf diese
Menge) verglichen werden.

Wir haben bisher die Aquivalenz folgender Begriffe (bezogen auf eine Sprache I C X*) gezeigt:

o [ ist Turing-akzeptierbar,
o L ist akzeptierbar durch ein WHILE-Programm;

L ist Chomsky-0, d.h. durch eine Grammatik erzeugbar;

L ist semi-entscheidbar, d.h., L hat eine berechenbare halbe charakteristische Funktion;

L ist rekursiv aufzdhlbar, d.h., L ist entweder leer oder der Wertebereich einer totalen berechenbaren
Funktion.

Dagegen sind die beiden folgenden Begriffe davon zu unterscheiden:

e FEntscheidbar, weil Entscheidbarkeit mindestens so stark ist wie Semi-Entscheidbarkeit. Sobald wir
einmal eine Sprache definiert haben, die semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist (was gleich
im nichsten Abschnitt der Fall sein wird), sehen wir, dass Entscheidbarkeit echt stirker als Semi-
Entscheidbarkeit ist. Wir haben auflerdem die Sétze 7.1.5 und 7.1.6, wodurch die genaue Beziehung
zwischen diesen Eigenschaften erkldrt wird.

o Turing-berechenbar, weil sich dieser Begriff nicht auf Sprachen, sondern auf Funktionen bezieht (aber
wir haben die Sétze 6.6.3 und 6.6.4, die die genaue Beziehung zwischen Turing-Berechenbarkeit und
Turing-Akzeptierbarkeit angeben).



Theoretische Informatik II - Wintersemester 2005/06 155
7.2 Unentscheidbarkeit und Unberechenbarkeit

In diesem Abschnitt diskutieren wir, ob die im letzten Abschnitt eingefiihrten Begriffe echt einschrankend
sind. D.h., wir interessieren uns fiir folgende Fragen:

(A) Gibt es Sprachen, die nicht semi-entscheidbar (Turing-akzeptierbar, rekursiv aufzihlbar, ...) sind?
(B) Gibt es Funktionen, die nicht Turing-berechenbar sind?

(C) Gibt es auflerdem Sprachen, die semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar sind?

Wir geben auf diese Fragen zwei Arten von Antworten: indirekte (durch ein Abzihlbarkeitsargument) und
direkte (indem fiir jede nachgefragte Kategorie eine Sprache bzw. Funktion tatséchlich konkret angegeben
werden).

7.2.1 Abzahlbarkeitsargumente und DTM-Codierungen

Die Fragen (A) und (B) sind leicht mit Hilfe der folgenden Sétze mit ,Ja* zu beantworten.

Satz 7.2.1 EXISTENZ NICHT-TURING-AKZEPTIERBARER SPRACHEN

Sei 3 ein beliebiges Alphabet. Es gibt eine Sprache L C X%, die nicht Turing-akzeptierbar ist.

Beweis: Die Menge aller Sprachen iiber ¥ ist nicht abzéhlbar, denn sie ist gleichméchtig mit der Menge
aller Teilmengen von X*, d.h., 2%, und Lemma 2.1.7 ist (analog) anwendbar, da ¥* eine abzéhlbar
unendliche Menge ist.

Wir zeigen nun, dass die Menge der Turing-akzeptierbaren Sprachen {iber ¥ abzéhlbar ist. Dazu gentigt
es, zu zeigen, dass die Menge der Turingmaschinen iiber ¥ abzéhlbar ist, denn die Menge der von solchen
Maschinen akzeptierten Sprachen kann keine groflere Méchtigkeit haben als die Menge der Maschinen
selbst.

Hier benétigen wir — zum ersten Mal — die Abzédhlbarkeit der Anzahl der Alphabete (Abschnitt 2.3).
Dadurch ist die Anzahl der moglichen Bandalphabete I' von Maschinen mit festem Eingabealphabet 3
abzahlbar. Das Gleiche diirfen wir auch von der Anzahl der moglichen Zustandsmengen ) annehmen,
wihrend alle vorkommenden Mengen selbst endlich sind. Damit ist auch die Anzahl der Turingmaschinen
mit Eingabealphabet ¥ abzéhlbar. X 7.2.1

Also ist die Menge aller T.a. Sprachen iiber dem Alphabet ¥ sogar sehr klein, verglichen mit der Menge
aller Sprachen iiber . Es gilt genauso:

Satz 7.2.2 EXISTENZ NICHT-TURING-BERECHENBARER FUNKTIONEN

Es gibt eine partielle Funktion f: N PN, die nicht Turing-berechenbar ist.
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Beweis: Analog unter Ausnutzung von Lemma 2.1.8. X 7.2.2

Die Existenz einer Sprache iiber ¥, die semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar ist (Frage (C)), lasst
sich nicht mit einem solchen Méchtigkeitsargument nachweisen, denn beide Mengen von Sprachen (die
entscheidbaren wie auch die semi-entscheidbaren) sind abzéhlbar.

Dagegen lisst sich das Méchtigkeitsargument auf die Menge aller Turingmaschinen (nicht nur derjenigen
iiber einem festen Alphabet X) ausdehnen, denn laut Festsetzung zu Beginn des Abschnitts 2.3 gilt, dass
auch die Anzahl der in Frage kommenden ¥ abzéhlbar ist.

Jetzt interessieren wir uns deterministische Turingmaschinen, deren Eingabealphabete die 0 und die 1
enthalten. Mit der genannten Abzihlbarkeit und der systematischen Definition von Turingmaschinen
existiert auch eine effektive und umkehrbare Codierung dieser Maschinen in die Menge der Worter iiber
dem Alphabet {0,1}. Fiir eine Turingmaschine M bezeichnen wir mit bin(M) ihren Code, und falls
w € {0,1}* ein Codewort einer Maschine ist, bezeichnen wir mit M™ diese (wegen der Injektivitét
eindeutig bestimmte) Maschine. Die 0/1-Folge w heifit der Index von M™.

Fiir Worter w € {0,1}*, die in dieser Codierung keine zugeordneten Maschinen haben, setzen wir fest,
dass M™ die Maschine Migop ({0, 1}) ist (diese Maschine terminiert nie). Somit ist die Maschine M™ fiir
alle Worter w € {0,1}* eindeutig bestimmt, und dariiber hinaus gilt Folgendes:

e Es existiert ein Algorithmus, der aus der Siebentupeldarstellung einer Turingmaschine M den Index
w € {0,1}* mit M = M™ berechnet.

e Es existiert ein Algorithmus, der aus einem beliebigen Wort w € {0, 1}* die Siebentupeldarstellung
von M mit M™ = M errechnet.

Einer DTM M mit Eingabealphabet {0,1} kann kanonisch (und konsistent mit den Definitionen in den
Abschnitten 6.5 und 6.6) sowohl eine akzeptierte Sprache als auch eine Schar berechneter Funktionen
zugeordnet werden: L(M), die von M akzeptierte Sprache, ist die Menge von Eingabewortern iiber {0, 1},
fiir die M anhilt, und f)(M): N* P, N, die von M berechnete n-stellige Funktion, ist folgendermaBen
definiert:

falls M, angesetzt auf bin(z1,...,x,), mit ugy bin(y) anhélt

sonst. (7.1)

(f(M))(@1,... 20) = { wndef

Wie vorher diirfen wir ohne Einschrinkung normierte Berechenbarkeit annehmen; dann ist in (7.1) stets
u=c.
7.2.2 Das spezielle Halteproblem

Wir geben eine Sprache an, die nicht entscheidbar ist. Das spezielle Halteproblem oder Selbstanwendungs-
problem fiir Turingmaschinen ist definiert als die Sprache

‘sHP = {wG{O,l}*|Mw(w)l}.‘

M™(w) | bedeutet: ,die w zugeordnete TM, angesetzt auf ihren eigenen Index, terminiert“. Das entspre-
chende Entscheidungsproblem ist:

Eingabe: die w zugeordnete Turingmaschine M; Frage: hilt M, angesetzt auf w?
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Das Problem heif3t ,speziell, weil der Input von M die spezielle Form des Index dieser TM hat. Es
heift ,,Selbstanwendungsproblem®, weil die Maschine M auf sich selbst (d.h., auf ihren eigenen Index)
angesetzt wird.

Satz 7.2.3 UNENTSCHEIDBARKEIT VON sHP / DIAGONALISIERUNGSARGUMENT

SHP ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis: sHP ist durch den folgenden Algorithmus semi-entscheidbar:

input w € {0,1}*;

decodiere w und konstruiere M = MY;
simuliere M (w);

falls M (w) |, stoppe und akzeptiere.

Die Unentscheidbarkeit von sHP beweisen wir durch einen Widerspruch. Wir nehmen an, dass der Ent-
scheidungsalgorithmus Mgp die Sprache sHP entscheidet. Aus M gyp konstruieren wir eine neue Turing-
maschine M/, p wie folgt:

M!yp: input w e {0,1}%;
simuliere Mspyp(w);
if M;pp(w) hilt mit ,w € sHP“ — kreise
0 M,gp(w) hilt mit ,w ¢ sHP“ — stoppe
fi

Sei u der Index von M!yp, d.-h. M.yp = M™. Dann gilt:

M!yp(u)] < ( Definition von M. p )
Mspp(u) hilt mit ,u ¢ sHP¢

< ( Msyp ist Entscheidungsalgorithmus fiir sHP )

u ¢ sHP
< ( Definition von sHP )
(M (u) ])
& (Mygp=M")
~(Mpp(u)l).
Dieser Widerspruch zeigt, dass eine solche Maschine M yp nicht existieren kann, dass also sHP unent-
scheidbar ist. X 7.2.3

Es gibt in diesem Beweis eine kaum zu iibersehende Analogie zu den Beweisen der Lemmata 2.1.7 und
2.1.8. Die Sprache sHP spielt eine #hnliche Rolle wie die Menge A im Beweis von Lemma 2.1.7. Die
Maschine M/, p simuliert M,gp, dreht aber deren Akzeptanzverhalten um (das kann sie sich leisten, weil
Mgp laut Annahme stets terminiert). Der Selbstanwendungswiderspruch ergibt sich hieraus, wenn die
TM M|, p auf ihren eigenen Index angesetzt wird.

7.2.3 Algorithmische Reduktion

In diesem Abschnitt definieren wir eine Methode, um aus der bereits bekannten Unentscheidbarkeit
eines Problems die Unentscheidbarkeit eines anderen Problems zu folgern. Beispielsweise kénnen wir
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die Unentscheidbarkeit von sHP benutzen, um die Unentscheidbarkeit eines anderen Halteproblems zu
beweisen, und zwar ohne ein Diagonalisierungsargument benutzen zu miissen. Die Methode beruht auf
der in der niichsten Definition eingefiihrten algorithmischen Reduktion.

Definition 7.2.4 REDUKTION

Es seien X3 und 39 zwei Alphabete und L; C X7 und Ly C X% zwei Sprachen. Dann heit Ly auf Lo
reduzierbar (in Zeichen: Ly < Lg), wenn es eine Turing-berechenbare (totale) Funktion f: X3 — X3 gibt,
so dass fiir alle w € X7 gilt:

w € L1 & f(w) € L.

Wir sagen auch: Ly < Lo mittels f oder kiirzer: Ly <j Lo. X 7.2.4

Da f nicht surjektiv oder injektiv zu sein braucht, ist diese Definition nicht symmetrisch, obwohl die
Aquivalenz < in ihr vorkommt: wenn L; auf Lo reduzierbar ist, muss nicht notwendiger Weise auch Lo
auf L; reduzierbar sein. Jedoch ist < reflexiv und transitiv (leichte Ubungsaufgabe).

Falls L1 < Lo mittels f gilt, ist dies eine Indikation dafiir, dass Lo ,allgemeiner” oder ,algorithmisch
schwerer zu losen“ als Lp ist. D.h.: hat man einen Algorithmus fiir Ly, dann auch einen fiir L;. Das
nichste Lemma formalisiert dies.

Lemma 7.2.5 REDUKTIONSLEMMA

(a) Falls L1 < Ly gilt und Lo semi-entscheidbar ist, dann ist auch Ly semi-entscheidbar.

(b) Falls L1 < Lo gilt und Lo entscheidbar ist, dann ist auch Ly entscheidbar.

Beweis:
(a) Sei Ly < Lo mittels f und sei Ly semi-entscheidbar, d.h. XZQ Turing-berechenbar. Es gilt fiir x € ¥7:
le (x) = ( Definition von X}: )
ifrel; — 10x¢ Ly — undef fi

= ( Definition von <, z € L1 < f(x) € Ly )

if f(r)e Ly — 10 f(z) ¢ Ly — undef fi
= ( Definition von X}L )

Xz, (f(2))
= (foxi,)(@).

Mit f und XL ist aber auch die Komposition f OXJLF2 Turing-berechenbar (durch einen Algorithmus,

der, gegeben x € 37, zuerst f(x) berechnet und danach den Algorithmus fiir XL simuliert). Also
folgt aus der Semi-Entscheidbarkeit von Lo die Semi-Entscheidbarkeit von L.

(b) Analog unter Benutzung von xr, und xz,. X 7.2.5

In der zweiten Zeile der obigen Argumentation wurden beide Richtungen von x € L; < f(x) € Lo
benutzt, die erste fiir die Alternative mit 1 und die zweite fiir die Alternative mit undef.
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7.2.4 Weitere Halteprobleme und universelle Turingmaschinen
Die logische Kontraposition des Reduktionslemmas lautet:

Gilt Ly < Ly und ist Ly nicht semi-entscheidbar (bzw. nicht entscheidbar), dann ist auch Lo
nicht semi-entscheidbar (bzw. nicht entscheidbar).

Wir benutzen das Reduktionslemma in dieser kontraponierten Form, um die Unentscheidbarkeit weiterer
Halteprobleme nachzuweisen. Zunéchst verwenden wir dazu L; = sHP und L, = das neue Problem.

Das spezielle Halteproblem ist ein Entscheidungsproblem mit nur einem Inputparameter, dem Index
einer TM. Das allgemeine Halteproblem dehnt dies aus, indem nicht ein spezieller, sondern ein beliebiger
anfinglicher Bandinhalt angenommen wird. Es ist definiert als die folgende Sprache iiber {0, 1}:

(HP = {bin(w,) | w,z € {0,1}" und M*(z)|}.|

Das allgemeine Halteproblem besagt intuitiv: Gegeben seien der Index einer Prozedur (Turingmaschine) w
und ein Input x; hilt die Prozedur mit diesem Input an oder nicht? Dies ist ,,allgemeiner* als das spezielle
Halteproblem: angenommen, es gibe einen Algorithmus, der das allgemeine Halteproblem entscheidet,
dann liefle sich auch ein Algorithmus ableiten, der das spezielle Halteproblem 16st, indem der Input speziell
als Index der Prozedur (Turingmaschine) gewéhlt wird. Formal weisen wir die Unentscheidbarkeit von
HP nach, indem wir eine Reduktion sHP < HP angeben und Lemma 7.2.5 anwenden.

Satz 7.2.6 UNENTSCHEIDBARKEIT VON HP

HP ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis: HP ist durch den folgenden Algorithmus semi-entscheidbar:

input w,z € {0,1}*;

decodiere w und konstruiere M = M™;
simuliere M (z);

falls M(x) |, stoppe und akzeptiere.

Um die Unentscheidbarkeit von HP zu zeigen, reduzieren wir von sHP. Wir definieren eine Funktion
f:{0,1}* — {0,1}* durch

flw) = bin(w,w).
Dieses f ist total und Turing-berechenbar. Direkt nach den Definitionen von sHP, HP und f gilt:
w € sHP & (Def. sHP) M"(w)| < (Def. HP) bin(w,w) € HP < (Def. f) f(w) € HP,

insgesamt also w € sHP < f(w) € HP. Damit vermittelt f eine Reduktion von sHP nach HP (d.h., es
gilt sHP < HP mittels f), und HP ist unentscheidbar wegen Satz 7.2.3 und (der Kontraposition von)
Lemma 7.2.5(b). X 7.2.6
In diesem Beweis formalisiert f genau die vorher skizzierte Idee, den Parameter = als w zu wéhlen. Die
»Richtung®* der Reduktion ist wichtig: eine Reduktion HP < sHP wiirde nicht zum Ziel fithren!

Wir wenden die Technik noch einmal an.
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Das Halteproblem fiir Turingmaschinen auf dem leeren Band oder Leerband-Halteproblem ist definiert als
die Sprache

HPy = {we{0,1}"| M¥“(e) 1},

d.h., diejenige Menge aller Indices, deren zugehorige Turingmaschinen anhalten, wenn sie auf das leere
Band angesetzt werden.

Satz 7.2.7 UNENTSCHEIDBARKEIT VON HP

HPg ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis: Die Semi-Entscheidbarkeit zeigt man &hnlich wie vorher.

Um die Unentscheidbarkeit von HP( zu beweisen, zeigen wir HP < HP(. Diese Reduktion ist nicht ganz
so einfach wie die vorige, da HP( eigentlich spezieller als HP ist. Um trotzdem zu zeigen, dass auch HP
spezieller als HP ist, definieren wir fiir jedes Paar (w,z) € {0,1}* x {0,1}* eine Maschine M,, , iiber
{0,1}, die auf Leerband M™(z) simuliert:

M, : input v € {0,1}*;
if v#e — kreise
0 wv=¢e¢ — schreibe x auf das Band;
simuliere M™(x)
fi

Sei nun f die folgende Funktion:

{o,1}* — {o,1}~
f: v . Index von My, falls u = bin(w, z) mit w,z € {0,1}*
Index von Mieep({0,1}) sonst.

f ist total und berechenbar. Es gilt:

uw € HP < ( Definition von HP )
u = bin(w,z) A M¥(x)|
< ( Definition von M, ; )
u=bin(w,z) N My(e)]
< ( Definitionen von f und von HPj )
f(u) € HPy.

Die Richtung < in der letzten Aquivalenz folgt daraus, dass f(u) € HPy nach Definition von HP
M7 (¢) | und dies wiederum u = bin(w,z) A M, () | impliziert.
Also vermittelt f eine Reduktion von HP nach HPy: HP < HP,. X 7.2.7

Wir haben bisher drei Varianten des Halteproblems fiir Turingmaschinen kennengelernt, ndmlich sHP
(einparametriges Entscheidungsproblem), HP (zweiparametrig) und HPg (einparametrig). Alle drei Vari-
anten sind unentscheidbar. In allen drei Varianten ging es um die Frage, ob es ein Entscheidungsverfahren
gibt, das fiir jede vorgelegte Turingmaschine das Halten entscheidet, d.h., der Maschinenindex war jedes
Mal Inputparameter.
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Wir fragen nun, ob es fiir eine fest vorgegebene Turingmaschine ein Entscheidungsverfahren gibt, welches
ihr Halten entscheidet. Gegeben sei eine Turingmaschine M. Das Halteproblem fiir M ist die Sprache

‘HP(M) — {mG{O,l}*|M(az)l}.|

Es gibt Turingmaschinen, deren zugeordnetes Halteproblem entscheidbar ist; zum Beispiel gilt das fiir
eine Maschine, die die partielle Funktion « — 2 (z € N), die nur fiir > 2 definiert ist, berechnet. Der
Entscheidungsalgorithmus ist:

gegeben z, teste ob x = 0 oder x = 1; wenn ja, hélt die Maschine nicht, andernfalls hélt sie.

Es gibt jedoch andere Turingmaschinen, deren Halteproblem nicht entscheidbar ist. Betrachten wir zum
Beispiel die Maschine M,,,; iiber {0,1}, die folgendermafien definiert ist:

Myp; : input u € {0,1}*;
if w=bin(w,r) mit w,z € {0,1}* — simuliere M"(z)
U u# bin(w,z) mit w,z € {0,1}* — kreise
fi

M i wird universelle Turingmaschine oder programmierbare Turingmaschine genannt, weil sie die Indices
w anderer Turingmaschinen auf ihrem Band interpretieren und diese anderen Turingmaschinen dann mit
Input x simulieren kann.

Satz 7.2.8 UNENTSCHEIDBARKEIT DES HALTEPROBLEMS FUR UNIVERSELLE TURINGMASCHINEN
HP(M ;) ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis: Die Semi-Entscheidbarkeit wird analog wie oben gezeigt.

Zur Unentscheidbarkeit betrachten wir die Funktion f = id g 1}~ und reduzieren von (nicht ,auf*!) HP.
Es gilt:

u € HP < ( Definition von HP )
u=bin(w,z) AN M¥(x)]
< ( Definition von My,; )
< ( Definitionen von f und von HP(M ;) )
u= f(u) € HP(Myn;).

Also vermittelt f eine Reduktion HP < HP(M ;). X 7.2.8

Nun kommen wir auf die Fragen zuriick, die zu Beginn des Abschnitts 7.2 gestellt worden sind. Die Frage
(C), die ja nicht durch ein Michtigkeitsargument beantwortbar war, ist durch die Angabe einer Reihe
konkreter Sprachen beantwortet worden:

sHP C {0,1}* das spezielle Halteproblem
HP C {0,1}* das allgemeine Halteproblem
HPy C {0,1}* das Leerband-Halteproblem

HP(Myn;) C{0,1}* das Halteproblem fiir M;.
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Alle diese Probleme sind semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Die Frage (A) ist mit diesen Semientscheidbarkeitsresultaten und mit Hilfe von Satz 7.1.5 leicht konkret
zu beantworten, denn jedes der genannten Probleme bringt auch ein nicht-semi-entscheidbares mit sich:
das entsprechende komplementére Problem. Also sind die Probleme

sHP = {0,1}*\sHP
HP = {0,1}*\HP
HP, = {0,1}*\HPq
HP (Mupi) = {0, L} \NHP (Muni)
nicht semi-entscheidbar und daher auch weder Turing-akzeptierbar (nach Korollar 7.1.3) noch rekursiv

aufzdhlbar (nach Satz 7.1.7).

Es verbleibt noch die Aufgabe (B), eine nicht-berechenbare Funktion zu finden. Dies ist jetzt sehr einfach.
Zum Beispiel ist keine der Funktionen xsyp, Xupr, Xur, und X gp(n,,,) Turing-berechenbar.

7.2.5 Der Satz von Rice

Bisher sind wir so vorgegangen: erst wurde ein Problem (ndmlich sHP) als unentscheidbar erkannt.
Dann wurden durch die Technik der Reduktion einige andere Probleme als unentscheidbar nachgewiesen.
Das geschah immer einzeln; fiir jedes dieser Probleme musste ein passendes f gefunden werden. Der
Satz von Rice, der in diesem Abschnitt bewiesen werden soll, hebt diese Vorgehensweise auf eine andere
Stufe. Es wird ndmlich mit einem Schlag eine unendlich grofie Klasse von nicht-entscheidbaren Problemen
charakterisiert. Gehort ein Problem zu dieser Klasse, muss zu seiner Unentscheidbarkeit nicht noch extra
eine passende Reduktion gefunden werden; diese ist sozusagen schon in den Beweis eingebaut. Es sei dazu

Froy = {9:{0,1}* £ {0,1}* | g ist Turing-berechenbar}
die Menge der partiellen, Turing-berechenbaren Funktionen von {0,1}* nach {0,1}*.

Satz 7.2.9 SATZ VON RICE (FUNKTIONALE VERSION)
Sei S eine beliebige Teilmenge von F (o1y mit 0 # S # F (0.1y. Dann ist die Sprache

Lg = {we{0,1}" [ M™ berechnet eine Funktion, die in S liegt}

unentscheidbar.

Dabei soll die Kurzaussage ,,M“ berechnet eine Funktion, die in S liegt® so verstanden werden:

Es gibt eine Funktion g € S, so dass M™ () mit dem Ergebnis g(z) anhilt, wenn g(z) definiert
ist, und kreist, wenn g(z) nicht definiert ist.

Intuitiv besagt dieser Satz folgendes: interpretiert man S als eine funktionale Spezifikation (d.h., wir
suchen Turingmaschinen, deren berechnete Funktionen innerhalb von S liegen), dann ist es — auBer fiir
die Spezialfille ) = & und S = F 913 — nicht moglich, einen Algorithmus anzugeben, der nachpriift,
ob eine beliebige Turingmaschine diese Spezifikation erfiillt. Gilt §) = S, dann ist Lg = 0, und ein
Entscheidungsalgorithmus, der stets ,Nein* liefert, priift nach, ob f(M™) in S liegt. Gilt andererseits
S = Fioqy, ist L S = {0,1}*, und ein Algorithmus, der immer ,,Ja“ liefert, entscheidet die Zugehorigkeit
von f(M"¥) zu S.
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Beweis: Sei U die auf {0, 1}* iiberall undefinierte Funktion, d.h. U(w) = undef fiir alle w € {0,1}*. Die
Funktion U ist (zum Beispiel durch Mjeop({0,1})) Turing-berechenbar und liegt somit in F ¢ 13.

Sei nun & C F o1y mit 0 #S # F (0,1). Unser Ziel ist es, sHP < Lg zu zeigen.

Wir betrachten zunéichst den Fall, dass U ¢ S.

Wegen () # S gibt es eine Funktion g € S, und wegen S C F (¢ 1} gibt es eine Turingmaschine M (g), die
g berechnet; wegen U ¢ S gilt g # U. Wir halten eine beliebige solche Funktion g fest und betrachten
ein beliebiges Wort w € {0,1}*. Wir ordnen (g und) w eine Maschine M (w) tiber {0, 1} mit folgendem
Algorithmus zu:

My(w) : input y € {0,1}*;
simuliere M* (w);

falls M™(w) |, simuliere (M(g))(y).

Dann gilt: Falls M*(w) 1, berechnet die Maschine My(w) die Funktion U ¢ S (da sie immer, d.h. fiir
jede Eingabe y, kreist), und falls M*™ (w) |, berechnet My(w) die Funktion g € S (da sie sich verhilt wie
M(g)). Betrachten wir jetzt fy: {0,1}* — {0,1}* mit fy(w) = Index von M,y (w). Es gilt:
w € sHP & ( Definition von sHP )
M (w) ]
< (da M"(w)1= My(w) berechnet U und M* (w) |= M,(w) berechnet g )
Mg (w) berechnet die Funktion g und nicht die Funktion U
< ( Definition von f,, sowie g € S (fir =) und U ¢ S (fiir <) )
M7s(®) berechnet eine Funktion, die in S liegt
< ( Definition von Lg )
fg (w) el S
Damit vermittelt f, eine Reduktion von sHP nach L S und da sHP unentscheidbar ist, ist auch L S
unentscheidbar.
Sei andererseits U € S .
Wir betrachten S = (F 0,13\S ). Die Menge S erbt die Eigenschaft § # S # F 01y von S: 0 # S
folgt aus S # F (0,13 und S + F 0,1y folgt aus ) # S. Mit dem gleichen Argument wie oben zeigt man

sHP < S, und daraus folgt, dass, S unentscheidbar ist. Da eine Menge genau dann entscheidbar ist,
wenn ihr Komplement entscheidbar ist (siehe Satz 7.1.6), ist auch & unentscheidbar. X 7.2.9

Die Formulierung dieses Satzes mag es etwas undurchsichtig erscheinen lassen, welches nun genau die
Sprachen L S sind, die durch ihn erfasst werden. Um dies zu verdeutlichen, geben wir ein paar Beispiele
und Gegenbeispiele.

Drei Beispiele fiir Anwendungen des Satzes von Rice lauten: das Problem

Gegeben :  Ein Wort w € {0, 1}*;
Frage : Berechnet M™ eine totale Funktion?

ist unentscheidbar; Begriindung: es gibt sowohl eine totale als auch eine nicht-totale Funktion. Desgleichen

sind die Probleme

Gegeben :  Ein Wort w € {0,1}*;
Frage : Berechnet M™ eine konstante Funktion?
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und

Gegeben :  Ein Wort w € {0,1}%;

Frage : Berechnet M™ eine Funktion h: {0,1}* — {0,1}* mit bin(42) = 101010 € cod(h)?
unentscheidbar.

Ende der drei Beispiele

Gegenbeispiele:

Dagegen sagt der Satz von Rice nichts iiber Probleme wie etwa das Folgende aus. Sei f: {0,1}* — {0,1}*
eine feste berechenbare Funktion.

Gegeben :  Ein Wort w € {0, 1}*;
Frage : Berechnen M™ und Mf(®) die gleiche Funktion?

Es lisst sich bei diesem letzten Entscheidungsproblem keine geeignete Menge S angeben, die den Satz
von Rice anwendbar macht, denn die Frage des Problems bezieht sich auf eine Indexberechnung, und
nicht nur auf das funktionale Verhalten der (codierten) Inputmaschine M*.

Der Satz von Rice sollte auch nicht so missverstanden werden, als sei ,,fast jede* Eigenschaft von Turing-
maschinen unentscheidbar. Beispielsweise ist das Problem

Gegeben :  Ein Wort w € {0, 1}*;
Frage : Macht M* auf Leerband mehr als 42 Schritte?

entscheidbar; man braucht M™ dazu nur bis maximal 43 Schritte lang zu simulieren. Der Satz von Rice
ist hier aus dem gleichen Grund wie oben nicht anwendbar: da es sich um eine Eigenschaft der Maschine
handelt, nicht aber der von ihr berechneten Funktion, kann keine geeignete Menge S gefunden werden.
Ende der Gegenbeispiele

Der Satz von Rice kann mit Hilfe Turing-akzeptierbarer Sprachen statt mit Turing-berechenbaren Funk-
tionen umformuliert werden (mit dem gleichen Beweis). Dazu betrachtet man anstelle der Menge F 0.1}
die Menge L {0,13 der T.a. Sprachen iiber {0,1}. Eine Eigenschaft solcher Sprachen ist dann eine nicht-
triviale Teilmenge S C L 19,1}, und der Satz lautet folgendermafien:

Satz 7.2.10 SATZ VON RICE (SPRACHLICHE VERSION)
Sei S eine beliebige Teilmenge von L f0,1} mit 0£S #£L (0,13- Dann ist die Sprache

Lg = {we{0,1}" | M"™ akzeptiert eine Sprache, die in S liegt}
unentscheidbar.

Beispiele:
Aus Satz 7.2.10 folgt sofort, dass das Leerheitsproblem

Gegeben :  Ein Wort w € {0, 1}*;
Frage : Gilt L(M™) = 07

und das Nicht-Leerheitsproblem

Gegeben :  Ein Wort w € {0, 1}*;
Frage : Gilt L(M™) # 0?
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unentscheidbar sind. Zur Unentscheidbarkeit des Leerheitsproblems betrachtet man die Eigenschaft S =
{0} (nicht S = 0!) und die Unentscheidbarkeit des Nicht-Leerheitsproblems folgt hieraus mit Hilfe von
Satz 7.1.6.

Ende der Beispiele

Aus Satz 7.1.5 folgt, dass entweder das Leerheitsproblem oder das Nicht-Leerheitsproblem nicht semi-
entscheidbar ist. Welches der beiden nicht semi-entscheidbar ist, macht man sich leicht durch die Angabe
eines Semi-Entscheidungsalgorithmus klar. Man kann die anfiinglichen Bandinhalte = systematisch (nicht-
deterministisch) generieren und M™ damit simulieren. Wird bei der Simulation von M ™ (x) ein akzeptier-
tes Wort x entdeckt, kann das Nicht-Leerheitsproblem mit ,,ja“ beantwortet werden. Das Leerheitsproblem
kann hingegen bei keiner endlichen Simulation mit ,ja“ beantwortet werden, wenn bis dahin kein akzep-
tiertes Wort entdeckt wurde, weil es ja spater noch eins geben kann. Somit ist das Nicht-Leerheitsproblem
semi-entscheidbar, das Leerheitsproblem ist dagegen nicht semi-entscheidbar.

7.3 Unentscheidbarkeitsresultate bei Grammatiken

Zuerst zeigen wir in diesem Abschnitt die Unentscheidbarkeit einiger in Abschnitt 7.1.2 definierter Ent-
scheidungsprobleme. Danach wenden wir uns speziell kontextfreien Grammatiken zu und schliefen die
Liicken, die am Ende des Kapitels 5 offen gelassen worden waren.

7.3.1 TUnentscheidbarkeitsresultate bei allgemeinen Grammatiken
Zuerst definieren wir ein weiteres Problem, das allgemeine Ableitungsproblem fiir Grammatiken:

Gegeben :  Eine Chomsky-0-Grammatik G = (N, X, P, S) tiber ¥ und zwei Worter u,v € (N U X)*;
Frage : Gilt u k5 v?

Die zugehorige Sprache ist:

‘AP = {bin(G,u,v) € {0,1}* | G ist Grammatik iiber ¥, u,v € (N UX)*, und u F§ v}. ‘

Satz 7.3.1 WP, AQ UND AP SIND UNENTSCHEIDBAR

Das allgemeine Wortproblem, das allgemeine Aquivalenzproblem und das allgemeine Ableitungsproblem
fiir Grammatiken sind unentscheidbar.

Beweis: Fiir das Wortproblem verwenden wir eine Reduktion vom allgemeinen Halteproblem HP. Zu
w € {0,1}* kann (effektiv) eine Grammatik G,, mit L(G,) = L(M™) konstruiert werden. Eine solche
Konstruktion wird im Beweis von Satz 6.7.1 angegeben. Sei f die Funktion, die dem Wort bin(w,z) €
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{0,1}* mit w,x € {0,1}* das Wort bin(G,,x) € {0,1}* zuordnet. Dann gilt:

bin(w,xz) € HP < ( Definition von HP )

M*(x) ]

< ( Definition von L(M™) )
x € L(M"Y)

& (L(Gw) = L(M") )
x € L(Gy)

< ( Definition von f, Definition von WP )
f(bin(w,x)) € WP.

Damit vermittelt f eine Reduktion von HP nach WP.

Fiir das Aquivalenzproblem verwenden wir eine Zwischenstufe, das Enthaltenseinsproblem:
Gegeben: Gy und Go. Frage: Gilt L(G1) C L(G2)?

Fiir zwei beliebige Mengen X und Y gilt: XCY genau dann, wenn XUY =Y.

Wenn das Aquivalenzproblem entscheidbar wire, dann wire auch das Enthaltenseinsproblem auf folgende
Weise entscheidbar. Gegeben zwei Grammatiken G; und Gs iiber ¥, konstruiere zuerst eine Grammatik
G mit L(G) = L(G1) U L(G2) (durch die Konstruktion in Satz 5.4.1(i), die allgemein gilt); teste dann,
ob L(G) = L(G3); wenn ja, gilt L(G1) C L(G2), andernfalls gilt L(G1) € L(G3).

Wenn andererseits das Enthaltenseinsproblem entscheidbar wire, dann wére auch das Wortproblem fol-
gendermaflen entscheidbar. Gegeben eine Grammatik G iiber ¥ und ein Wort w € ¥*, konstruiere eine
Grammatik G(w), die die Sprache {w} erzeugt (z.B. mit der einzigen Produktion S — w); teste dann,
ob L(G(w)) C L(G); falls ja, gilt w € L(G), falls nein, gilt w ¢ L(G).

Diese Reduktionskette fiithrt erst das Enthaltenseinsproblem auf das Aquivalenzproblem zuriick, und dann
das Wortproblem auf das Enthaltenseinsproblem. Wegen der Transitivitit der Reduktionsrelation ist da-
mit auch das Wortproblem auf das Aquivalenzproblem zuriickgefithrt, und wegen der Unentscheidbarkeit
des ersteren ist auch das Aquivalenzproblem unentscheidbar, was zu zeigen war.

Die Unentscheidbarkeit des Ableitungsproblems zeigen wir schliellich dadurch, dass wir das Wortproblem
darauf zuriickfiihren. Wenn das Ableitungsproblem entscheidbar wére, dann auch das Wortproblem auf
folgende Weise. Gegeben eine Grammatik G = (N, X, P, S) und ein Wort w € ¥*, teste durch den fiktiven
Algorithmus fiir das Ableitungsproblem, ob S F§, w; falls ja, w € L(G), falls nein, w ¢ L(G). X 7.3.1

7.3.2 Das Postsche Korrespondenzproblem

Bevor wir uns speziell kontextfreien Grammatiken zuwenden, betrachten wir ein wichtiges (unentscheid-
bares) Problem, das sich im kontextfreien Zusammenhang besonders gut benutzen lidsst. Das Postsche
Korrespondenzproblem wurde von Emil Post ca. 1935 gestellt, der Unentscheidbarkeitsbeweis wurde al-
lerdings erst ca. 1957 gefunden. In diesem Problem geht es darum, ein Wort auf zwei verschiedene Weisen
zu konstruieren. Eine Instanz des Postschen Korrespondenzproblems ist folgendermaflen charakterisiert:

Gegeben :  Zwei nicht leere Listen gleicher Lénge von nicht leeren Wortern :
A=uy,...,u, und B =vq,...,v, mit n # 0 und u;,v; # € fiir alle 1 <1i < n.

Frage : Gibt es eine Indexfolge i1, @2, ..., %m Mit U Uiy - . . Ui, = VigViy ...V, 7
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Die Indexfolge i1,1s,...,4, (falls sie existiert) wird auch eine Lésung der Probleminstanz — oder eine
Korrespondenz — genannt. Als Sprache ist das Postsche Korrespondenzproblem folgendermaflen definiert:

pcP = {((ui,v1),--.,(un,v,)) | 3 Alphabet ¥ mit u;,v; € X, n € N\{0},
Im € N\{0} Fi1,...,0m € N\{0}: wi iy ... u;,, = 03,04y ...0; }

(dabei steht PCP fiir ,, Post’s Correspondence Problem®). Das Postsche Korrespondenzproblem iiber fest-
gehaltenem Alphabet 35, kurz PCPsy;, ist die Sprache

PCPs = {((u1,v1),---, (Un,vn)) | us,v; € BF, n € N\{0},
dm € N\{O} i1,y € N\{O} Uiy Ui + - - WU,y = Vi Vig - - - Uim}.

Beispiele (vier Korrespondenzprobleminstanzen K1, K2, K3 und K4):

K1 A B K2| A B K3| A B Ka| A B
) Ujg V; ) U; (4 ) U V; ) U (O
1 1 111 1 |00 10 1 (011 O 1 10 101
2 | 10111 10 2 1 0 2 | 01 o011 2 j1011 11
3 10 0 3 101 O 3 | 01 101 3 | 101 011

4 | 10 001

Fiir K1 gibt es die folgende Losung: 2,1,1,3; denn es gilt usujuiug = vovivivg; man sagt auch: K1
ist eine Ja-Instanz des Postschen Korrespondenzproblems. Das Problem K2 ist eine Nein-Instanz, denn
es hat keine Losung. Das ist folgendermafien zu sehen: angenommen, wu;, U, ... Ui, = V3, Vi, - .. V;,, Mit
1 < ¢; < 3, dann miisste entweder u;, ein Préfix von v;, sein oder umgekehrt (oder beides). Da in K2
jedoch alle Paare (u;,v;) unvergleichbar im Sinne der Prifixordnung sind, kann es keine Losung geben.
Die Probleme K3 und K4 deuten an, dass das PCP eine hohe algorithmische Komplexitdt haben kénnte.
Das Problem K3 ist eine Ja-Instanz, aber eine kleinste Losung hat die Lénge 66. Das Problem K4 ist eine
Nein-Instanz, aber die Begriindung dafiir ist nicht so offensichtlich wie bei Problem K2. In der Tat gilt
allgemein:

Satz 7.3.2 PCP IST UNENTSCHEIDBAR

PCP ist semi-entscheidbar, aber nicht entscheidbar.

Beweis:

Die Semi-Entscheidbarkeit zeigt man durch einen naheliegenden ,, brute-force“-Algorithmus: erzeuge die
Indexfolgen i1 . . .4, in irgendeiner systematischen Reihenfolge und priife jedes Mal, ob die PCP-Bedingung
erfiillt werden kann. Dieses Verfahren bricht genau dann ab, wenn es eine Losung gibt.

Die Unentscheidbarkeit des PCP zeigen wir in zwei Reduktionsschritten:
AP < MPCP und MPCP < PCP,
wobei MPCP das folgendermaflen definierte modifizierte Postsche Korrespondenzproblem ist:

Gegeben :  Zwei nicht leere Listen gleicher Lénge von nicht leeren Wortern:
A=uy,...,u, und B =vq,...,v, mit n # 0 und u;,v; # € fiir alle 1 <1i < n.

Frage : Gibt es eine Indexfolge i1, 42, .. ., %y mit u;, Uiy .. . Ui, = Viy Uiy - .. v;,, und 49 = 17
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Beim modifizierten Korrespondenzproblem wird also gefragt, ob eine Losung existiert, die mit dem ersten
Wortpaar beginnt.

Um AP < MPCP zu zeigen, seien G = (N, X, P, S) eine Chomsky-0-Grammatik und u,v € (NUX)* zwei
Worter. Sei # ein Symbol, das weder in N noch in ¥ vorkommen moége. Wir konstruieren folgendermafien
zwei Listen A und B als Eingabe fiir eine MPCP-Instanz:

A B
Erstes Wortpaar # Hu
Produktionen P q fiir alle (p = q) € P
Kopieren a a fiir alle a € NUX U {#}
Abschluss HoH#  F#

Wir zeigen jetzt, dass u F§ v genau dann, wenn diese A, B eine Korrespondenz haben.
G
(=): Es gelte u F§ v. Dann gibt es eine Ableitung von u nach v der Form

u = ugPovo @ UoGovo = wprvr  (mit (po — qo) € P)
Fa wuiqivy = ugpovz (mit (p1 —q1) €P)
: (7.3
Fo up—1qe—1Vk—1 = wpppvr (mit (pr—1 — qe—1) € P)
Fo  urqror = v (mit (pr — qx) € P).

Zu dieser Ableitung gibt es die in Abbildung 7.3 gezeigte Korrespondenz von A, B, wobei die erste
Wortreihe in der oberen Zeile und die zweite Wortreihe in der unteren Zeile stehen. Die beiden Wortreihen
(obere und untere Zeile in der Abbildung) sind wegen der Gleichungen in (7.3) genau gleich.

# \ UoPoVo \ # \ U1P1V1 \ # # \UKDEVE \ # U #
H#u £ \UqgoVo \ # \U1q1V1 \ F# # \ UkQrVk \ #

Abbildung 7.3: Korrespondenz bei gegebener Ableitung

Die ,,Endstiicke® mit u und v stellen das erste Wortpaar bzw. das Abschlusspaar dar. Die Teilworter
u;i, v, # werden symbolweise durch die Kopier-Paare in A, B gebildet. Die Teilworter p;, ¢; werden durch
das Produktionenpaar (p;,q;) gelegt.

(«<): Gegeben sei jetzt eine Korrespondenz von A, B, die mit dem ersten Wortpaar beginnt. Aus der
Gestalt der Wortpaare in A, B folgt, dass die Korrespondenz so aufgebaut sein muss, wie es in Abbildung
7.4 gezeigt ist. Es gibt also Worter wy, ..., wg mit u = wg, wx, = v, w; € (N UX)* und

HFwoFHFwWLF w2 ... FUH = HuFwIFHFWHF ... WL H .

Es gilt w; & wiqq, fiir alle ¢ mit 0 < ¢ < k. Denn da die w; kein Zeichen # enthalten, kénnen sie
héchstens durch die Korrespondenzen der Zeilen 2 (Produktionen) oder 2 (Kopieren) gelegt worden sein,
also durch null- oder mehrmalige Anwendung einer Produktion. Es folgt also

u=wo g w FGwe G . FG wi =,
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und damit v =, v, wie behauptet.

(<) gilt nur, weil wir im Sinne der MPCP mit dem ersten Wortpaar beginnen. Ohne diese Einschrinkung
wiirde z.B. das Kopierpaar (#,#) eine triviale Korrespondenz liefern, aus der nicht u ¢, v folgt.

# \Wo
# u

# \W1
#F\W1

# \W2 # v #
# Wao # Wk #

Abbildung 7.4: Ableitung bei gegebener Korrespondenz

Um die zweite Reduktion, MPCP < PCP, zu zeigen, seien A = uy,...,u, und B = vq,...,v, eine
Eingabe von MPCP. Aus A und B konstruieren wir zwei neue, um je zwei Worter langere, Listen A’ und
B’, so dass A und B eine Losung im Sinne des MPCP haben, genau dann, wenn A’ und B’ eine Losung
im Sinne des PCP haben. Seien zunéchst x und $ zwei neue Zeichen, die nicht in dem Alphabet ¥ des

MPCP A, B vorkommen. Fiir a; ...a; € X7 sei
links(ay...ax) = *ay*as...xar und rechts(ay...ax) = ajxag*...ap*.

Die Konstruktion der Listen A’ und B’ aus A und B ist in Abbildung 7.5 gezeigt.

A B’ Beispiel: A B ~ A B’
1 | xrechts(uq) links(vq) 1|1 101 1 *1x *1x0x1
2 rechts(uy)  links(vy) 2| 10 00 2 1% *1x0*1
: : : 3|011 11 3| 140%x %00
’ ’ ) 4 1x1 1x1
n+1| rechts(un) links(vp) Korrespondenz 1323 O*x1x1x %1«
5 $ *$
n+2 $ *$

Korrespondenz 14345

Abbildung 7.5: Zum Beweis von MPCP < PCP

Die beiden Funktionen links und rechts erfiillen die Worthomomorphieeigenschaften links(wiws) =
links(wy ) links(wy) und rechts(wywsy) = rechis(wy ) rechts(wsy), und auBerdem gilt

w; =wy  genau dann, wenn % rechts(wy)$ = links(ws) x $

direkt nach der Definition der beiden Funktionen. Sei nun die Indexfolge 1isi3. .. 4., eine Korrespondenz
von A, B, d.h. es gilt uju;, ... u;,, = v1v;, ...v;,, . Dann gilt nach dem eben gesagten auch

*rechts(uiug, ... u;, )8 = links(viviy ... v;, ) * $,
und durch mehrfaches Anwenden der Homomorphieeigenschaft erhalten wir:

*rechts(uq)
= links(v1)

rechts(u;, )
links(v;,)

rechts(u;,,) %
links(v;, ) 8,
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also eine Korrespondenz 1,i5+1,...,%,,+1,n+2 von A’, B'. Sei umgekehrt i1, ..., 1, eine Korrespondenz
von A’, B’. Dann kann wegen der Gestalt der Worte (und der Tatsache, dass x und $ neue Zeichen sind) nur
i1 =1lund ig,...,im—1 €{2,...,n+1} und 4,, = n+2 gelten. Also ist die Indexfolge 1,i5—1,... i_1—1
eine Losung fiir A, B. Damit ist MPCP < PCP gezeigt. X 7.3.2
Es gilt sogar, dass PCPyg 13 (und damit — als leichtes Korollar — auch jedes andere Problem PCPy mit
|2| > 2) unentscheidbar ist:

Satz 7.3.3 PCPg 1) IST UNENTSCHEIDBAR
PCP < PCPy,1y (und als Folge davon: PCPyg 1y ist unentscheidbar).

Beweis: Sei durch A und B eine beliebige Eingabe einer PCP-Instanz gegeben und sei ¥ ein Alphabet,
so dass alle Worter aus A und B in ¥ liegen. Sei weiterhin f: £* — {0,1}* eine beliebige, (umkehrbar)
effektive Codierung der Worter von X* in Worter aus {0,1}*, mit der zusitzlichen Eigenschaft, dass
sich Wortketten eindeutig reproduzieren lassen. Ein Beispiel fiir eine solche Codierung ist folgende: sei
Y = {a1,...,a,}; dann setzen wir f(a;) = 019 und f(ai...am) = f(a1)...f(an). An der Position
der Nullen kann man eindeutig erkennen, dass dort die Codierung eines neuen Symbols beginnt, und
an der Anzahl der Einsen nach einer solchen Null kann man erkennen, welches Symbol dort codiert ist.
Es gilt offensichtlich, dass, wenn alle Worter in A und B durch ihre Codierungen ersetzt werden, die
Ursprungsinstanz eine Korrespondenz hat, genau dann, wenn die codierte Instanz eine Korrespondenz
hat. X 7.3.3

Fiir eine Codierung, wie sie im letzten Beweis verwendet wurde, bendtigt man notwendigerweise ein
Alphabet mit zwei oder mehr Zeichen. Eine solche Codierung kann nicht in ein Eineralphabet angegeben
werden. Zwar kann X* immer umkehrbar effektiv auf {|}* abgebildet werden, aber Wortketten iiber %*
(d.h., Elemente von (X*)*) sind dann nicht mehr eindeutig Wortketten iiber {|}* zugeordnet. Der vorige
Beweis lasst sich also auf einelementige Alphabete nicht iibertragen, und in der Tat gilt stattdessen, dass
PCPypy (und damit auch jedes andere PCPyx mit [X| = 1) entscheidbar ist:

Satz 7.3.4 PCPy)y IST ENTSCHEIDBAR
Es gibt einen Entscheidungsalgorithmus fiir PCP ;.

Beweis: Jedes Wort |" iiber {|} kann mit der natiirlichen Zahl n identifiziert werden. Jede Eingabe A, B
von PCPy)y kann daher als Paar gleich langer Folgen von natiirlichen Zahlen aufgefasst werden:

A=uy,...,up, und B=wv,...,0,
mit n € N und w;,v; € N\{0} fiir ¢ = 1,...,n. Die Instanz A, B ist losbar, genau dann, wenn es eine
Folge von Indizes (i1,...,4,) mit ¢; € {1,...,n} fir j =1,...,m gibt, so dass

m m
§ :ui]. = § :Uij
=1 =1

gilt. Wir zeigen, dass es eine solche Korrespondenz gibt, genau dann, wenn

Jje{l,...,n}:u;=v; oder Fk,le{l,...,n}: (ur <vp)A(w>uv).
(a) (b)
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(=): Falls weder (a) noch (b) gelten, haben entweder alle Paare (u;,v;) die Eigenschaft u; < v;, oder
alle Paare (u;,v;) haben die Eigenschaft u; > v;. Durch u-Teile zusammengesetzte Worter sind also stets
kiirzer oder stets linger als durch v-Teile zusammengesetzte Worter. Damit ist A, B nicht 16sbar.

(«<): Falls (a), d.h. uj = vj, gilt, ist die triviale Indexfolge j eine Korrespondenz. Falls (b), d.h. uj < vy
und w; > vy, gilt, ist die Folge

k,.o...k, 1,...,1

(u;—v;)-mal (vg—uy)-mal

eine Korrespondenz, denn es gilt ug(u; — v;) + wy(vg — ug) = vg(ug — vy) + v (vg — ug).
Da die Eigenschaften (a) und (b) algorithmisch nachpriifbar sind, ist PCPy; entscheidbar. X 7.34

7.3.3 Unentscheidbarkeitsresultate bei kontextfreien Grammatiken

Wir beweisen die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems, des Aquivalenzproblems und des Inklusions-
problems fiir kontextfreie Grammatiken (siehe Satz 5.6.2 und Satz 5.6.3) durch Reduktion vom Postschen
Korrespondenzproblem.

Schnittproblem:

Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs. Die Frage lautet: Gilt L(G1) N L(G2) = (7
Wir zeigen, dass das Postsche Korrespondenzproblem auf das Schnittproblem reduzierbar ist:

PCP < Schnittproblem.

Daraus folgt die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems.

Gegeben sei eine beliebige Eingabe A = uq,...,u, und B = vy,...,v, des PCP mit u;,v; € ¥* fiir ein
Alphabet ¥. Wir geben einen Algorithmus an, der fiir eine solche Eingabe zwei kontextfreie Grammatiken
G1 und G, konstruiert, so dass folgendes gilt:

A, B besitzen eine Korrespondenz < L(G1) N L(G2) # 0. (7.4)
Die Idee der Konstruktion ist, dass G alle Worter erzeugt, die durch Aneinanderlegen der u; entste-
hen konnen, G5 dagegen alle Worter, die durch Aneinanderlegen der v; entstehen kénnen. Damit die
gewiinschte Beziehung (7.4) gilt, miissen G; und Gy auch die Indizes ¢ der ,gelegten* w; und v; fest-

halten. Dazu benutzen wir n neue Symbole a1, ...,a, ¢ ¥ und wihlen fir G; und G2 als Menge der
Terminalsymbole

Y = YuU{ai,...,a,}.

Wir setzen dann G; = ({S;}, ¥, P;, S;) (fiir ¢ = 1,2). Dabei ist P; durch folgende Produktionen gegeben:
S1 — ajug |a1S1ug | ... | antn | anSiun,

wéhrend P, durch folgende Produktionen gegeben ist:

Sy — aivy | a1S2v1 | ... | apvy | anSav,.
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Offenbar gilt

L(Gy) =A{ai,, ... ai Uiy ... u;,, | m>1und iq,...,4, € {1,...,n}}
und L(G3) ={a;, ...a;,v; ...v;,, | m>1und iq,... 0, € {1,...,n}}.

Daraus folgt:

A, B besitzen die Korrespondenz (iy,. .., in)
=4
Qi o Qi Uy e U = Qv A Vg o V5 € L(Gl)ﬂL(Gg)

Also gilt (7.4) und damit die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems. Wir haben sogar ein stirkeres
Resultat bewiesen: die Unentscheidbarkeit des Schnittproblems fiir deterministisch kontextfreie Sprachen.
Wie man leicht nachpriift, sind nédmlich die Sprachen L(G7) und L(G2) deterministisch.
Aquivalenzproblem:

Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G; und Gs. Die Frage lautet: Gilt L(G1) = L(G2)? Wir
zeigen die Unentscheidbarkeit dieses Problems durch folgende Reduktion:

Schnittproblem fiir deterministisch kontextfreie Sprachen <  Aquivalenzproblem.

Seien also zwei deterministische Kellerautomaten K; und Ks gegeben. Wir zeigen, dass man daraus
algorithmisch zwei (nicht notwendig deterministisch) kontextfreie Grammatiken G; und G4 konstruieren
kann, so dass folgendes gilt:

L(Kl) N L(Kz) =0 < L(G1) = L(Gg)

Wir nutzen dabei aus, dass zu Kj effektiv der Komplement-Kellerautomat Ky mit L(K3) = L(K>) kon-
struiert werden kann (vgl. Abschnitt 5.5). Aus Ky und K5 konnen dann effektiv kontextfreie Grammatiken
G1 und G5 mit

L(Gy) = LK) UL(K;) und  L(Gy) = L(K3)

konstruiert werden. Damit gilt

LK) NL(Ky) =0 & LK) C L(Ky)
& L(K1) C L(Ky)
o LK) UL, = LK)
<  L(Gy) = L(G2),

wie gewiinscht.
Inklusionsproblem:

Gegeben seien zwei kontextfreie Grammatiken G und Gs. Die Frage lautet: Gilt L(G1) € L(G2)? Of
fensichtlich kann das Aquivalenzproblem auf das Inklusionsproblem reduziert werden. Daher ist auch das
Inklusionsproblem unentscheidbar. X 5.6.2

Ebenfalls durch Reduktion vom Postschen Korrespondenzproblem zeigt man, dass das Mehrdeutigkeits-
problem fiir kontextfreie Grammatiken unentscheidbar ist:

PCP < Mehrdeutigkeitsproblem. (7.5)
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Gegeben sei eine Eingabe A = uy,...,u, und B = vy,...,v, des PCP mit u;,v; € ¥* fiir ein Alphabet
Y. Wir konstruieren zunéchst die kontextfreien Grammatiken G; = ({S;},¥', P;,S;) (i = 1,2), wie fiir
die Reduktion des PCP auf das Schnittproblem. Anschliefend konstruieren wir daraus die kontextfreie
Grammatik G = ({5, 51,52}, %, P,S) mit

P = P1UP2U{S—>51,S—>SQ}.

Da G; und G4 eindeutig sind, liegt die einzig mogliche Mehrdeutigkeit von G bei der Herstellung eines
Ableitungsbaums von G zu einem Wort w € ¥'" in der Benutzung der Produktionen S — S; bzw.
S — S5. Daher ergibt sich folgendes:

G ist mehrdeutis < L(G1)NL(G3) #0

& A, B besitzen eine Korrespondenz.

Damit ist die Reduktion (7.5) gezeigt, und es folgt die Unentscheidbarkeit des Mehrdeutigkeitsproblems.
X 5.6.3

7.4 Zusammenfassende Bemerkungen zur Chomsky-Hierarchie

In diesem Abschnitt geben wir einen Uberblick iiber die Chomsky-Hierarchie. Fast alle Aspekte haben
wir schon frither einzeln betrachtet, allerdings verstreut iiber das ganze Skriptum. Wir gehen in drei
Schritten vor. Ein erster Satz beschreibt eine Reihe von dquivalenten Begriffen. Dadurch werden die Stufen
der Chomsky-Hierarchie separat erlautert und charakterisiert. Ein zweiter Satz beschreibt die Chomsky-
Hierarchie mengentheoretisch. Damit wird die Hierarchie aufgebaut. Ein dritter Satz hat schliellich die
Striktheit der Chomsky-Hierarchie zum Inhalt. Dadurch wird klar, dass diese Hierarchie relativ grof§ und
nicht-trivial ist. Im Folgenden sei L C ¥* eine Sprache.

Satz 7.4.1 DIE CHOMSKY-HIERARCHIE (TEIL 1: AQUIVALENTE EIGENSCHAFTEN)

Die folgenden Aussagen sind jeweils dquivalent:

o (Chomsky-3:) L ist regqulir / von einem NFA akzeptierbar / von einem DFA akzeptierbar / rechts-
linear / linkslinear.

(Chomsky-2:) L ist kontextfrei / von einem PDA akzeptierbar.

(Chomsky-1:) L ist kontestsensitiv / monoton / von einem LBA akzeptierbar.

L ist entscheidbar / L ist entscheidbar / L und L sind Chomsky-0.

(Chomsky-0:) L ist von einer Grammatik erzeugbar / von einer NTM akzeptierbar (d.h., T.a.) / von
einer DTM akzeptierbar / semi-entscheidbar / rekursiv aufzihlbar / durch ein WHILE-Programm
akzeptierbar.
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Beweis: Alle Aussagen wurden bereits im Detail untersucht, aufler dass eine monotone Sprache auch
kontextsensitiv ist. Sei also G eine monotone Grammatik, die L erzeugt. Wir konstruieren eine kontext-
sensitive Grammatik, die L erzeugt, indem jede monotone Produktion durch eine Reihe kontextsensitiver
Produktionen ersetzt wird. Beispielsweise wird

BlBng, — 01020304

ersetzt durch:

B1ByB; — D1B>DB3
D1B;B; — D1D>Bs
C1D;B3; — C1DyDs
D1D;B; — C1D2B3
C1D;D3  — C1CD3
C1CeD3  — (102030},

wobei die D1, Dy und D3 neue Nichtterminalsymbole sind. Die monotone Ersetzung wird quasi stiickweise
von links nach rechts vorgenommen. X 7.4.1

Satz 7.4.2 DIE CHOMSKY-HIERARCHIE (TEIL 2: ENTHALTENSEINSBEZIEHUNGEN)

o Wenn L regulir (Chomsky-3) ist, dann ist L auch deterministisch kontextfrei, d.h., von einem
DPDA akzeptierbar.

Wenn L deterministisch kontextfrei ist, dann ist L auch kontextfrei (Chomsky-2).

Wenn L kontextfrei (Chomsky-2) ist, dann ist L auch kontextsensitiv (Chomsky-1).
o Wenn L kontextsensitiv (Chomsky-1) ist, dann ist L auch entscheidbar.

Wenn L entscheidbar ist, dann ist L auch Turing-akzeptierbar (Chomsky-0).

Beweis: Auch hier wurde bereits alles explizit untersucht, aufler dass aus der Kontextsensitivitit die
Entscheidbarkeit folgt. Dies geht allerdings sofort unter Zuhilfenahme des Algorithmus fiir das (im kon-
textsensitiven Fall entscheidbare) Wortproblem. X 7.4.2

Satz 7.4.3 DIE CHOMSKY-HIERARCHIE (TEIL 3: STRIKTHEIT DER HIERARCHIE)

Es gibt eine Sprache, die deterministisch kontextfrei, aber nicht Chomsky-3 ist.

Es gibt eine Sprache, die Chomsky-2, aber nicht deterministisch kontextfrei ist.

Es gibt eine Sprache, die Chomsky-1, aber nicht kontextfrei ist.

Es gibt eine Sprache, die entscheidbar, aber nicht Chomsky-1 ist.

Es gibt eine Sprache, die Turing-akzeptierbar, aber nicht entscheidbar ist.

Es gibt eine Sprache, die nicht Turing-akzeptierbar ist.
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Beweis: {a"b" | n € N} ist deterministisch kontextfrei, aber nicht Chomsky-3.
{ww® | w € {a,b} T} ist Chomsky-2, aber nicht deterministisch kontextfrei.
{a"b"c™ | n € N} ist Chomsky-1, aber nicht kontextfrei.

sHP ist Turing-akzeptierbar, aber nicht entscheidbar.

sHP ist nicht Turing-akzeptierbar. Auch das Leerheitsproblem fiir Turingmaschinen (7.2) — sieche Ab-
schnitt 7.2.5 — ist nicht semi-entscheidbar und damit auch nicht Turing-akzeptierbar.

Zur Vervollstéandigung des Beweises fehlt nur noch eine Sprache, die entscheidbar, aber nicht kontext-
sensitiv ist. Eine solche explizit anzugeben ist schwer! Einfacher ist ein indirektes Argument (durch eine
Diagonalisierung), mit der Konsequenz, dass eine solche Sprache existieren muss.

Sei G eine kontextsensitive Grammatik und sei bin(G) deren bindre Codierung. Wir diirfen annehmen,
dass bin die kontextsensitiven Grammatiken injektiv codiert. Sei M eine Turingmaschine, die das Wort-
problem fiir G 16st. D.h., mit bin(w) als Eingabe liefert die Maschine M¢ ein ,ja“, wenn w € L(G) und
ein ,nein®, wenn w ¢ L(G). Jetzt definieren wir eine Diagonalsprache:

Ly = {w € {0,1}" | 3 kontextsensitive Grammatik G mit w = bin(G) A Mg(w) hilt mit ,nein“}.

Ly ist sicherlich entscheidbar, denn man kann w algorithmisch daraufhin untersuchen, ob es eine kon-
textsensitive Grammatik codiert, und wenn ja, die Maschine Mg mit Eingabe w simulieren und mit ,,ja“
bzw. ,nein“ anhalten, wenn die Simulation mit ,nein“ bzw. ,ja“ endet. Wire L kontextsensitiv, dann
géibe es eine kontextsensitive Grammatik Gog mit Lo = L(Gg). Sei wy der Code wy = bin(Gy). Es gilt
dann

wo € Ly = ( Definition von Ly, bin ist injektiv )
Mg, (wp) hélt mit ,nein®
= ( Mg, 16st das Wortproblem fiir G )
wo & L(Go),

im Widerspruch zu Ly = L(Gp). Damit ist Ly eine Sprache, die entscheidbar, aber nicht Chomsky-1
ist. X 7.4.3

Letzten Endes haben wir eine Einteilung in sechs Sprachklassen: Chomsky-0 bis Chomsky-3, und die
deterministisch kontextfreien Sprachen, die echt zwischen den Chomsky-3 und den Chomsky-2-Sprachen
liegen, sowie die entscheidbaren Sprachen, die echt zwischen den Chomsky-1 und den Chomsky-0-Sprachen
liegen. Schematisch ist dies in Abbildung 7.6 dargestellt.

Die Chomsky-Hierarchie dient in vielen Fillen hauptséichlich als Anhaltspunkt fiir weitere Untersuchun-
gen. Man interessiert sich, je nach Interessenlage, fiir weitere Sprachklassen innerhalb (oder auch quer
zu) dieser Hierarchie. Als Beispiele wéren zu nennen:

e Verfeinerungen der Chomsky-3-Sprachklasse, d.h., eine Hierarchie innerhalb des oberen linken Ka-
stens in Abbildung 7.6: siehe hierzu auch die weiterfithrenden Module Automatentheorie und Logik
und Model-Checking, die regelméflig an der Carl von Ossietzky Universitdt Oldenburg angeboten
werden.

e Klassen kontextfreier Sprachen; siehe auch die weiterfithrenden Module Formale Sprachen und Com-
pilerbau.

e Klassen entscheidbarer Sprachen; siehe auch das weiterfithrende Modul Komplexititstheorie, aber
auch die Module Kryptologie und Effiziente Algorithmen.
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Chomsky-3

deterministisch kontextfrei

Chomsky-2

Chomsky-1

entscheidbar

Chomsky-0

alle Sprachen

Abbildung 7.6: Die Chomsky-Hierarchie

e Untersuchungen zu ,,degrees of unsolvability“, d.h., Unterscheidungen innerhalb der Unentscheid-

barkeit (das ist Hardcore-Theorie; hierzu wird in Oldenburg kein Modul angeboten).

e Und schlielich Sprachklassen, die sich nicht vollstéindig in die Chomsky-Hierarchie einfiigen lassen;

siehe hierzu auch das weiterfithrende Modul Petrinetze, das an der C.v.O. Universitit regelméfig

angeboten wird.

7.5 Ubungsaufgaben

1. Es seien L1, Lo C ¥*. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Wenn L; und Ly entscheidbar sind, dann ist auch L; U L entscheidbar.
(ii) Wenn L; und Ly entscheidbar sind, dann ist auch L; \ Lo entscheidbar.
(iii) Wenn L, endlich ist, dann ist L, entscheidbar.

(iv) Wenn ¥* \ Ly endlich ist, dann ist Ly entscheidbar.

Diese Aufgabe erweitert Satz 7.1.6.

. In welchem mathematischen Zusammenhang stehen die Begriffe semi-entscheidbar und abzdhlbar?

. Sei ¥ ={0,1}. In Abschnitt 7.2.4 wurde bewiesen, dass das Halteproblem fiir Turingmaschinen auf

dem leeren Band HP(, semi-entscheidbar und demnach auch rekursiv aufzéhlbar ist. Geben Sie also
einen Algorithmus an, der die Elemente von HP( explizit aufzéihlt. Eine Angabe des Semientschei-
dungsalgorithmus reicht dafiir nicht aus. Erinnern Sie sich an den Beweis des Satzes, welcher den
Zusammenhang zwischen Semi-Entscheidbarkeit und Aufzdhlbarkeit beschreibt.
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4. Gegeben sei ein Alphabet 3.

a) Beweisen Sie ausfiihrlich die Transitivitit der <-Relation, d.h.
Ly <LyANLy<Lg= Ly < L3 (L1, Lo, Lz € X%).

b) Gegeben seien eine entscheidbare Sprache L1 C ¥* und eine endliche Sprache Ly C ¥* mit
() #£ Lo # ¥*. Zeigen Sie, dass dann immer L1 < Lo gilt.

5. Ist das folgende Problem entscheidbar?

Gegeben: Eine Turingmaschine M und eine Eingabe z.

Frage: Gibt es Zustéinde in der Zustandsmenge von M, die bei der Abarbeitung von x nicht benutzt
werden 7

Ein Hinweis: Fiir eventuelle Reduktionsbeweise sollten Sie , passende Varianten“ des Haltepro-
blems verwenden.

6. Beweisen oder widerlegen Sie die Aussage
Wenn L; entscheidbar und Ly semi-entscheidbar ist, dann ist L; \ Lo semi-entscheidbar.

Ein Hinweis: Betrachten Sie das semi-entscheidbare Selbstanwendungsproblem fiir Turingmaschi-
nen (spezielle Halteproblem) sHP.

7. In Abschnitt 6.8 wurden Sie aufgefordert, eine Turingmaschine zu konstruieren, welche die folgende
Funktion berechnet:

N — N
f: {Q*n—l , falls m >0
n (g
0 , sonst.

Ist fiir eine beliebige Turingmaschine entscheidbar, ob sie die obige Funktion berechnet, d.h., ist das
folgende Problem entscheidbar?

Gegeben: Eine Turingmaschine M. Frage: Berechnet M die Funktion f?

8. Finden Sie fiir die folgenden Korrespondenzprobleme iiber {a,b} entweder eine Lisung oder bewei-
sen Sie, dass es keine Losung gibt.

a) K1 = ((ab,abd), (b,ba), (b,bd))
b) Ko = ((ab,bd), (a,abd), (b, ba), (bbaaa, aaa)).
c) K3 = ((ab,aba), (baa, aa), (aba, baa)).
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Kapitel 8

Komplexitit

In Kapitel 7 haben wir uns mit der prinzipiellen Effektivitdt oder der Berechenbarkeit von Problemen
beschéftigt, d.h., mit der Frage, ob vorgegebene Probleme iiberhaupt algorithmisch 1sbar sind. Wenn eine
algorithmische Losung existierte, hat uns bislang die Frage nach ihrer Effizienz (d.h., ihrer Laufzeit bzw.
ihrem Speicherplatzbedarf) nicht interessiert. Insbesondere hat uns strukturelle Komplezitit interessiert,
d.h., die Unterscheidung, welcher Typ von Maschine zur algorithmischen Losung von Problemen benétigt
wird.

Jetzt wollen wir uns mit der Effizienz oder Berechnungskomplezitdit befassen, d.h., mit der Frage, wieviel
Rechenzeit und wieviel Speicherplatz man benétigt, um ein Problem algorithmisch zu l6sen. Genauer
werden Zeit und Platz in Abhéngigkeit von der Grdfle der Eingabe, im Folgenden meist mit n bezeichnet,
studiert. Man unterscheidet zwei Arbeitsrichtungen:

a) Fir konkrete Probleme mochte man mdglichst effiziente Algorithmen angeben:

- dies ist wichtig fiir praktische Problemlésungen

- und theoretisch interessant als Nachweis von oberen Schranken fiir ein Problem: z.B. besagt
ein existierender n3-Algorithmus, dass das Problem héchstens n? ,,schwer ist.

b) Fiir ein Problem mdochte man auch, sofern méglich, eine untere Schranke nachweisen, so dass je-
der Algorithmus mindestens die Komplexitédt der unteren Schranke annimmt. Eine triviale untere
Schranke fiir die Zeitkomplexitiit ist n, die Grofe der Eingabe, da diese (auler in uninteressan-
ten Trivialfillen) zumindest ganz gelesen werden muss. Oft ist es jedoch sehr schwer, nicht-triviale
untere Schranken zu finden.

Aussagen iiber die Komplexitét hingen vom benutzten algorithmischen Modell ab. Man kann beispielswei-
se Turingmaschinen, aber auch WHILE-Programme benutzen. In der Theorie (so auch in diesem Kapitel)
betrachtet man meistens deterministische oder auch nichtdeterministische Turingmaschinen, manchmal
auch Maschinen mit mehreren Béndern. Das ist keine Einschrinkung, weil wir nur an der Gesamtklasse
polynomiell berechenbarer Funktionen interessiert sein werden und — wie es sich herausstellt, ohne dass
wir in diesem Kapitel genauer darauf eingehen — alle , verniinftigen“ Berechnungsmodelle bis auf einen
polynomiellen Faktor ineinander umrechenbar sind.

179
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8.1 Modifizierte Turingmaschinenmodelle

8.1.1 Mehrspurmaschinen

Eine Turingmaschine M iiber dem Alphabet ¥ mit k-Spur-Band ist dadurch gekennzeichnet, dass ihr
Bandalphabet ein k-Tupel von Elementen aus I' ist. D.h., M ist ein Siebentupel

M = (QaE7Fk7 ‘—’767QOan)
mit einer Ubergangsrelation

5 C ((Q\{ar)xT*) x (@xT*x{L,N, R}).

Bei einer solchen Maschine steht der Lese/Schreibkopf stets auf einer ,,Spalte® (einem Vektor der Grofe
k mit Eintragen aus I') der durch die k Spuren definierten, nach links und rechts unendlichen , Matrix*“.
In einem Schritt kann sich der LSK auf den Vektor links davon oder den Vektor rechts davon bewegen,
oder er kann auf dem gerade gelesenen Vektor stehen bleiben. Der Begriff L(M) C X* ist ebenso direkt
iibertragbar wie der Begriff, dass M eine (partielle) Funktion in N™ % N berechnet. Bildlich stellt man
sich vor, dass das ,,Ansetzen von M auf ein Wort w* bedeutet, dass w auf der ersten Spur geschrieben
wird, alle anderen Felder (insbesondere alle Felder auf allen anderen Spuren) das Blankzeichen tragen und
dass die anfingliche Kopfposition der durch das Anfangszeichen von w bestimmte Vektor (oder irgend
einer, wenn w = ¢) ist.

Da Mehrspurmaschinen sich nur durch die Tatsache, dass I' strukturiert ist, von normalen Turingma-
schinen unterscheiden, unterscheidet sich die Klasse der von Mehrspurmaschinen akzeptierten Sprachen
nicht von der Klasse der T.a. Sprachen. Genauer:

e Jede 1-Band-Turingmaschine ist auch eine k-Spurmaschine mit k& = 1.

e Umgekehrt ist jede k-Spur-TM auch eine 1-Band-TM, indem Elemente a € ¥ mit Vektoren (a, L, ..., L)
der Lénge k identifiziert werden.

8.1.2 Mehrbandmaschinen

Wir verallgemeinern die Klasse der betrachteten Maschinen noch weiter, indem wir zulassen, dass es k
Bénder und fiir jedes Band einen eigenen Lese/Schreibkopf gibt. Es sei wieder I' das Bandalphabet fiir
alle k£ Bénder. Die Ubergangsrelation hat in diesem Fall die Form

5 C (Q\{qr})xT*) x (@xT*x{L, N, R}").

Der wesentliche Unterschied zu Mehrspurmaschinen besteht darin, dass sich die k Lese/Schreibképfe
nunmehr in verschiedenen Richtungen bewegen konnen. Formal ist dies durch den Faktor {L,N, R}*
(und nicht nur {L, N, R} wie bei Mehrspurmaschinen) in der Definition von § erfasst.

Eine Mehrbandmaschine wird auf ein Wort w € ¥* genau wie eine Mehrspurmaschine angesetzt:

e Das Wort w steht auf dem ersten Band und der LSK des ersten Bandes steht auf dem Feld, das
durch den linkesten Buchstaben von w definiert wird (bzw. auf einem beliebigen Feld, wenn w = ¢).
Alle anderen Felder des ersten Bandes tragen das Blankzeichen.
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e Alle Binder von 2 bis k tragen nur Blankzeichen und ihre Lese/Schreibkopfe stehen auf einem
beliebigen Feld.

Die Begriffe der akzeptierten Sprache und der berechneten (partiellen) Funktion lassen sich entsprechend
iibertragen. Einen Ubergang in einer Mehrbandmaschine stellen wir grafisch wie in Abbildung 8.1 dar.

Hierbei sind ay, . . . , aj die gerade gelesenen Zeichen der k Béander, by, . . ., by die neu geschriebenen Zeichen
und my, ..., m; die Bewegungen der k Lese/Schreibképfe.
a1, 0k by, ... bg
[ ] >0
miy..., Mg

Abbildung 8.1: Ubergang bei einer Mehrbandmaschine
Konfigurationen von Mehrbandmaschinen bestehen aus:

e dem gerade aktuellen Zustand ¢ (anfinglich g, in einer Endkonfiguration gy);
e den k Bandinhalten;

e und den k Kopfpositionen.

8.1.3 Offline-Maschinen

Eine Mehrband-Turingmaschine heiflit Offline, wenn das erste Band nur in Richtung von links nach rechts
gelesen wird. Das erste Band heifit hier , Eingabeband®, alle anderen Bénder heifien ,, Arbeitsbénder®. In
diesem Fall hat die Ubergangsrelation die Form

5 C (Q\ar)xT*) x (@xT* ' x({R}x{L, N, R}* ).

Wenn eine Offline-TM nur k£ = 1 Bénder hat, ist ihre Méchtigkeit auf die eines endlichen Automaten redu-
ziert. Deshalb nimmt man bei Offline-TMs standardméfig die Existenz mindestens eines Arbeitsbandes,
d.h. £ > 2, an.

Satz 8.1.1 BANDREDUKTION

Sei M eine k-Band-Turingmaschine (k > 1) oder eine Offline-TM mit k (k > 2) Bdindern.
Dann gibt es eine 1-Band-Turingmaschine M’ mit L(M') = L(M).

Beweis: (Skizze.)

Sei M eine Mehrbandmaschine mit & Béndern. Wir simulieren M durch eine Mehrspurmaschine mit 2 - k
Spuren. Dabei simulieren die Spuren mit ungeradem Index (1, 3, ..., 2k — 1) genau die k& Bénder von M.
Die Spuren mit geradem Index (2, 4, ..., 2k) enthalten genau ein nicht-Blankzeichen, z.B. x, das angibt,
wo sich der Lese/Schreibkopf des ,dariiber liegenden* Bandes (d.h., der Spur mit um 1 kleinerem Index)
befindet.

Anfinglich (und immer nach einem vollendeten Simulationsschritt) befindet sich die Kopfposition der
simulierenden Maschine auf dem Vektor, der durch ein erstes *-Zeichen (von links) bestimmt ist. Um
einen Schritt von M zu simulieren,
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e bewegt die simulierende Maschine ihren LSK solange nach rechts und speichert die Kopfpositionen
und die dort gelesenen Zeichen, bis genau k Zeichen * gelesen worden sind (hierdurch gewinnt sie
die nétige Information, um M simulieren zu kénnen),

e fiihrt dann die k Teilschritte von M aus (Schreiben neuer Zeichen und evtl. Versetzen der *-Zeichen),
bis alle k Teilschritte ausgefiihrt sind,

e und sucht schlielich das erste (von links) mit * markierte Feld auf und ist bereit zum néchsten
Schritt.

Der Fall, dass M eine Offline-TM ist, kann analog behandelt werden. X 8.1.1

8.2 Zeit- und Platzkomplexitatsbegriffe

Sei M eine DTM mit akzeptierter Sprache L(M). Wir interessieren uns fiir die Léngen der Berechnungen
von M (Zeitkomplexitdt) und fiir den Bandverbrauch (Platz- oder Speicherkomplexitét). Dazu zéhlen
wir einfach die Anzahl der Schritte bzw. die Anzahl der besuchten Bandfelder wihrend einer Rechnung,
die ja eindeutig ist.

Fiir Worter nicht in L(M) ist die Anzahl der Schritte unendlich grofi. Die Anzahl der besuchten Bandfelder
mag endlich sein oder auch nicht. Fiir Wérter, die in L(M) liegen, sind jedoch beide Gré8en wohldefinierte
natiirliche Zahlen. Diese Zahlen interessieren uns in erster Linie.

AuBlerdem machen wir eine (realistische) worst-case-Abstraktion. Es kann beobachtet werden, dass die
Lauf- und Platzbedarfszeiten mit der Linge (GroBe) n der Eingabe w = ay .. . a, im Wesentlichen wach-
sen. Wir interessieren uns daher nur fiir die Abhéngigkeit der Komplexitatsgrofen von der Ldinge der
Eingabe, nicht von der Eingabe selbst. Konkret soll der schlechteste Fall einer Eingabe der festen Lénge
n betrachtet werden, d.h., diejenige Laufzeit, die maximal mit gegebener Eingabelénge n erreichbar ist.
Das ergibt eine obere Schranke fiir die Laufzeit und motiviert insgesamt die folgende Definition.

Definition 8.2.1 ZEIT- UND PLATZKOMPLEXITAT EINER DTM

Seien f: N — N eine (totale) Funktion und sei M eine deterministische Mehrband-TM mit Eingabeal-
phabet X.

(i) M heiBit f-zeitbeschrénkt (oder f(n)-zeitbeschrinkt), falls fiir jedes Wort w € L(M) der Lénge
|w| = n gilt: wenn M auf die Eingabe w angesetzt wird, hélt die — eindeutige und wegen w € L(M)
endliche — Berechnung in héchstens f(n) Schritten an.

(ii) M heiBt f-platzbeschrinkt (oder f(n)-platzbeschrinkt), falls fiir jedes Wort w € L(M) der Lénge
|w| = n gilt: wenn M auf die Eingabe w angesetzt wird, benutzt die Berechnung auf jedem Band
hochstens f(n) Felder. X 8.2.1

Es gilt:

Lemma 8.2.2 DETERMINISTISCH ZEITBESCHRANKT = ENTSCHEIDBAR

Sei L eine Sprache, die von einer mit Hilfe einer Turing-berechenbaren Funktion f: N — N zeitbeschrink-
ten DTM akzeptierbar ist. Dann ist L entscheidbar.
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Beweis: Wir konstruieren eine DTM mit folgender Wirkungsweise:
a) Gegeben w, wird n = |w| berechnet.
b) Durch Benutzung einer DTM, die f berechnet, wird f(n) auf ein Zusatzband geschrieben.

c¢) Jetzt wird die Maschine M simuliert, die L akzeptiert, wobei die Zahl auf dem Zusatzband bei
jedem Schritt um 1 vermindert wird.

d) Ist die Zahl auf dem Zusatzband 0, wird die Rechnung abgebrochen. Hat M bis dahin einen End-
zustand erreicht, wird w akzeptiert (w € L), ansonsten verworfen (w ¢ L).

Offensichtlich entscheidet diese Maschine L, denn wenn nach f(n) Schritten in M kein akzeptierender
(terminaler) Zustand erreicht wird, kann wegen der Zeitschranke auch spéter keiner mehr kommen.
X 8.2.2

Im Verbund mit Satz 7.1.5 folgt auch, dass unter den Voraussetzungen des Lemmas die Sprache L Turing-
akzeptierbar ist. Die Funktion f ist aber nicht notwendigerweise eine Zeitschranke fiir eine L akzeptierende
Maschine, weil im Schritt b) des Beweises, wo f(n) ausgerechnet wird, viel mehr Zeit vergehen kann, als
durch die Schranke f(n) bestimmt ist.

Die Definition 8.2.1 ist leicht auf DTMs zu iibertragen, die partielle Funktionen berechnen, anstatt
Sprachen zu akzeptieren (Abschnitt 6.6). Zum Beispiel heifit eine Maschine M, die eine partielle, m-
stellige Funktion g berechnet, f-zeitbeschrdinkt (mit f: N — N), wenn fiir die Bindrdarstellung w =
bin(zy,...,Ty) eines m-Tupels als Eingabe gilt: falls |w| = n und g ist auf (z1,...,z,,) definiert, dann
liefert M in hochstens f(n) Schritten das Ergebnis g(x1,...,Zm).

Nun verallgemeinern wir diese Definition auf nichtdeterministische Turingmaschinen. Wenn L durch eine
NTM M akzeptiert wird, dann sind die Rechnungen nicht eindeutig. Trotzdem lassen sich die Zeit- und
Bandverbrauchsbegriffe auf Grundlage der folgenden Idee iibertragen. Bei moglichen Verzweigungspunk-
ten einer NTM, d.h., an den Stellen, an denen die Maschine eine Auswahl aus k& Moglichkeiten hat, stellen
wir uns vor, dass k gleiche (disjunkte) Kopien der Maschine hergestellt werden und dass jede dieser Kopien
mit einer der k Moglichkeiten weiter rechnet. Das geht eigentlich nur mit einer gedanklichen Abstraktion:
dass es so viele Prozessoren gibt, wie man gerade braucht (also potenziell unendlich viele). Sobald eine
dieser moglicherweise sehr vielen Maschinen einen Endzustand erreicht, lautet die Antwort ,,die Eingabe
ist akzeptiert®, und die anderen Zweige kénnten im Prinzip ihre Rechnungen abbrechen. Deshalb wird der
Zeitverbrauch als das Minimum aller moglichen Schrittlingen definiert, nach dem Motto: ,,die schnellste
Maschine (-nkopie) gewinnt*“.

Definition 8.2.3 ZEIT- UND PLATZKOMPLEXITAT EINER NTM

Seien f: N — N eine (totale) Funktion und sei M eine (nicht notwendigerweise deterministische) Mehrband-
TM mit Eingabealphabet .

(i) M heifit f-zeitbeschrinkt (oder f(n)-zeitbeschriinkt), falls fiir jedes Wort w € L(M) der Linge n
gilt: wenn M auf die Eingabe w angesetzt wird, hélt die kirzestmdgliche akzeptierende Berechnung
— und es gibt mindestens eine, wegen w € L(M) — in hochstens f(n) Schritten an.

(ii) M heiit f-platzbeschrinkt (oder f(n)-platzbeschriinkt), falls fiir jedes Wort w € L(M) der Linge
n gilt: wenn M auf die Eingabe w angesetzt wird, benutzt die kiirzestmdogliche akzeptierende Be-
rechnung auf jedem Band hochstens f(n) Felder. X 8.2.3

Auch jetzt gilt:
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Lemma 8.2.4 NICHTDETERMINISTISCH ZEITBESCHRANKT => ENTSCHEIDBAR

Sei L eine Sprache, die von einer mit Hilfe einer Turing-berechenbaren Funktion f: N — N zeitbeschrink-
ten NTM akzeptierbar ist. Dann ist L entscheidbar.

Beweis: Der Beweis von Lemma 8.2.2 kann im Wesentlichen {ibernommen werden. Die simulierende
Maschine muss jetzt im Schritt ¢) nicht nur eine einzige Rechnung simulieren, sondern einen Berech-
nungsbaum, allerdings nur bis zur Tiefe f(n). Es handelt sich also um einen endlichen Baum, und die
Simulation bricht deswegen ab. Giinstigerweise kann man in Schritt b) des Beweises gleich zwei neue
Arbeitsbinder einrichten, eins zum Merken der Zahl f(n) und eins zum Steuern der Simulation. Da-
zu konnen (wie in Abschnitt 6.4, wo eine Konstruktion NTM~»DTM beschrieben wurde) Worter iiber
{1,...,r} verwendet werden, wobei r der Grad des Nichtdeterminismus ist. Hier brauchen wir allerdings
nur Woérter der Linge < f(n) zu betrachten, also eine endliche Anzahl. Alternativ kann man sich vor-
stellen, dass man die gegebene NTM parallel simuliert und jede der simulierenden Maschinen hochstens
f(n) Schritte machen l&sst. X 8.2.4

Es ist im Allgemeinen sehr schwierig, die tatsichliche Zeitkomplexitidt einer Maschine herauszufinden.
Deshalb ist man an Abstraktionen und an asymptotischem Verhalten interessiert. Die Definition ist zu
diesem Zweck flexibel gefasst. Zum Beispiel ist mit f auch jede ,grofere* Funktion (etwa die Funktion g
mit g(n) = f(n) 4+ 1) eine Zeitschranke fiir M.

Auf einer Mehrbandmaschine wird fiir den Platzverbrauch nur die maximale Ausdehnung der Bénder
nach links und rechts gezéhlt. Die Bandfelder der & Binder werden nicht addiert, weil das nur einen
konstanten (und asymptotisch vernachlissigbaren) Faktor beitragen wiirde.

Wir fassen jetzt Probleme, also Sprachen, die mit gleicher Komplexitéat akzeptiert werden koénnen, zu
Komplexitdtsklassen zusammen.

Definition 8.2.5 KOMPLEXITATSKLASSEN (ALLGEMEIN)
Sei f: N— N.
DTIME(f) = {L | es gibt eine deterministische Mehrband-TM der Zeitkomplexitét f,
die L akzeptiert }
NTIME(f) = {L | es gibt eine nichtdeterministische Mehrband-TM der Zeitkomplexitét f,
die L akzeptiert }
DSPACE(f) = {L | es gibt eine deterministische Mehrband-TM der Platzkomplexitit f,
die L akzeptiert }
NSPACE(f) = {L | es gibt eine nichtdeterministische Mehrband-TM der Platzkomplexitét f,
die L akzeptiert } X 8.2.5

Da eine TM in jedem Rechenschritt hochstens ein neues Feld auf ihren Bindern besuchen kann, folgt:

DSPACE(f)

DTIME(f) NSPACE(f)

NN
NN

NTIME(f)

Beispiel:
Wir betrachten Lgopperr = {w | w = uu A u € {a,b}*} und wollen eine moglichst effiziente Mehrband-TM
konstruieren, die L goppers akzeptiert. Zunéchst gehen wir deterministisch vor.
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Lésungsidee: Zu einem gegebenem Wort w € {a, b}* stellen wir zuerst die Mitte von w fest und vergleichen
dann die beiden Hélften. Zum Feststellen der Mitte wird ein 2. Band benutzt. Wir fassen also eine
deterministische 2-Band TM ins Auge und unterteilen die Arbeit der Maschine in mehrere Phasen:

e Phase 1: Hier gehen wir das Eingabewort auf dem oberen Band von links nach rechts einmal ab
und bewegen den unteren Kopf genau halb so schnell. Ein Test, ob n ungerade ist, kann eingebaut
werden; falls ja, wird w verworfen. Falls n gerade ist, steht der obere Kopf auf dem ersten Blank
rechts von w und der zweite Kopf auf dem 1. Buchstaben der zweiten Hilfte von w.

Der Zeitverbrauch dieser Phase ist n, der Platzverbrauch n+1. (Das gilt auch im Spezialfall n = 0.)
e Phase 2: Jetzt wissen wir schon, dass n gerade ist. Der obere Kopf bewegt sich ein Feld nach links,

desgleichen der untere Kopf. Jetzt steht der obere Kopf auf dem letzten Buchstaben von w (wenn
w # ¢€), und der untere Kopf steht auf dem letzten Buchstaben der ersten Hilfte von w.

Der Zeitverbrauch dieser Phase ist 1. Der Platzverbrauch der Phasen 1 und 2 ist n+ 1, falls w # ¢,
und n + 2, also 2, falls w = €.

e Phase 3: Jetzt wird die zweite Hilfte von w riickwérts vom 1. Band auf das zweite Band kopiert.
Danach steht der obere Kopf auf dem letzten Zeichen der 1. Halfte von w, der zweite Kopf auf dem
Feld direkt links von w.

Der Zeitverbrauch dieser Phase ist 5. Der Platzverbrauch ist bislang insgesamt n + 2.

e Phase 4: Jetzt bewegen wir den Kopf des oberen Bandes auf das Feld links neben den Anfang von
w. Danach stehen beide Kopfe direkt links neben dem Anfangsfeld.

Der Zeitverbrauch dieser Phase ist % Der Platzverbrauch ist bleibt n + 2.

e Phase 5: Jetzt vergleichen wir die § Buchstaben rechts neben den beiden Kopfen auf Gleichheit.

Falls ja, wird das Wort akzeptiert, falls nein, wird das Wort verworfen.

Der Zeitverbrauch dieser Phase ist § + 1. Der Platzverbrauch bleibt insgesamt n + 2.

Insgesamt ergibt sich die Zeitkomplexitdt aus einer Aufsummierung der Verbrauche der 5 Phasen:

m+)+M+(5)+(5)+(5+1) = %”+3.

Die Platzkomplexitit ist n + 2. Also gilt:

Laoppet € DTIME(S! +3),
Laoppert € DSPACE(n + 2).

Nichtdeterministisch kann man folgendermafien vorgehen:

e Phase 1: Solange kein Blank gelesen wird, wird zeichenweise vom Band 1 auf das Band 2 kopiert.
Dieser Prozess wird nichtdeterministisch abgebrochen.

e Phase 2: Auf Band 2 wird an den Anfang zuriickgekehrt.

e Phase 3: Nun wird zeichenweise verglichen, ob ab der in Phase 1 erreichten Position auf dem ersten
Band das Gleiche steht wie auf dem zweiten Band. Falls dies zutrifft und beide Lese/Schreibképfe
gleichzeitig am Ende auf ein Blank stoflen, dann wird akzeptiert.
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Dieses Vorgehen bendétigt im Erfolgsfall

3
g+ (g+1) + (ngl) - 7”+2 Schritte,
also gilt: Laopperr € NTIME(Z] + 2).

Ende des Beispiels.

8.3 O-Notationen

Der genaue Zeit- und Bandverbrauch ist in der Regel schwer zu bestimmen und nicht sehr aussage-
kréftig. Wichtiger ist es, zu wissen, wie stark diese Verbrauche mit der Eingabelénge wachsen. Um solche
asymptotischen Abschétzungen vorzunehmen, definieren wir:

Definition 8.3.1 O-NOTATIONEN
Sei f: N— N.

O(f) ist die Menge der Funktionen g, fiir die ein r > 0, r€Q so existiert, dass fiir fast alle (d.h. alle bis
auf endlich viele) n € N die Ungleichung g(n) < r - f(n) gilt.

o(f) ist die Menge der Funktionen g, fiir die fiir alle r > 0 und fiir fast alle n € N gilt: g(n) <r- f(n).
X 8.3.1

Beispiel: Die Funktionen f; und fo von N nach N mit fi(n) = 57" + 3 und fz(n) = n + 2 sind beide in
O(n). Wir sagen deshalb auch: die Sprache L jopperr aus Abschnitt 8.2 kann mit Zeit- und Platzkomplexitit
O(n) akzeptiert werden, bzw. L  kann mit linearer Zeit- und Platzkomplexitit“ akzeptiert werden.

Beispiel: ,Liegen die angegebenen Funktionen (Spalten) in den angegebenen Klassen (Zeilen)?“

n? n?+1 n?—1 n ‘
O(n?) Nein Ja (r =3) Ja (r=1) Ja (r=1)
o(n?) | Nein (r=1) | Nein (r = 1) | Nein (r = 0.5) Ja

Etwas salopp kann man sich die beiden Symbole etwa so veranschaulichen:

g € O(f) ,wichst maximal so schnell wie“ f
g €o(f) ,wichst langsamer als“ f

8.4 Die Klassen P, NP und PSPACE

Fiir praktisch brauchbare Algorithmen sollte die Komplexititsfunktion f(n) ein Polynom p(n) k-ten
Grades sein, also von der Form

p(n) = apn® + - +a1n + ap

mit a; e Nfiiri =0,1,...,k, k € Nund a # 0.
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Definition 8.4.1 (CoBHAM, 1964)

P = U DTIME(p)
p Polynom

NP = U  NTIME(p)
p Polynom

PSPACE = U  DSPACE(p)
p Polynom

NPSPACE = U  NSPACE(p)
pPolynom

X 8.4.1

Satz 8.4.2 (SAvITCH, 1970; OHNE BEWEIS)
Fiir alle Polynome p in n gilt NSPACE(p(n)) = DSPACE(p?(n)).

Damit gilt auch NPSPACE = PSPACE. Ferner gilt:
P C NP C PSPACE.

Offenes Problem der Informatik: Sind diese Inklusionen echt oder gilt die Gleichheit?

Die Klassen P und NP sind von grofier Bedeutung, denn sie markieren den Ubergang von praktisch
durchfiihrbarer Berechenbarkeit bzw. Entscheidbarkeit zu mehr oder weniger nur theoretisch interessan-
ter Berechenbarkeit bzw. Entscheidbarkeit. Dieser Ubergang sei durch das Diagramm in Abbildung 8.2
veranschaulicht.

alle Probleme bzw. Sprachen

berechenbar bzw. entscheidbar

exponentielle Zeit

PSPACE

nichtdet. polyn. Zeit: NP

det. polyn. Zeit: P

Abbildung 8.2: Klasseneinteilung der entscheidbaren Sprachen

Praktisch 16sbar, d.h. praktisch berechenbar bzw. entscheidbar sind die Probleme in der Klasse P, deren
Losungsprinzip durch folgenden Merksatz charakterisiert werden kann:

P:  Konstruiere in deterministischer Weise und
polynomieller Zeit eine richtige Lésung.
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Dabei sollten die zeitbeschrinkenden Polynome einen méoglichst kleinen Grad wie n, n? oder n® haben.

Praktisch unlésbar sind dagegen alle Probleme, fiir die der Zeitaufwand nachweislich exponentiell mit
der Grofle n der Eingabe wichst, jedenfalls wenn beliebige n zugelassen werden. Zwischen diesen beiden
Extremen liegt eine grofie Klasse von praktisch wichtigen Problemen, fiir die im Augenblick nur expo-
nentielle deterministische Algorithmen bekannt sind, die aber durch nichtdeterministische Algorithmen
in polynomieller Zeit gelost werden kénnen. Dieses ist die Klasse NP, deren Losungsprinzip im Vergleich
zu P wie folgt formuliert werden kann:

NP:  Rate nichtdeterministisch einen Losungsvorschlag und verifiziere bzw.
priife dann in deterministischer Weise und polynomieller Zeit,
ob dieser Vorschlag eine richtige Losung ist.

Auch diese Probleme sind bis heute in voller Allgemeinheit praktisch unlésbar. In der Praxis behilft man
sich mit sogenannten Heuristiken, die den nichtdeterministischen Suchraum der moglichen Losungsvor-
schlége stark einschrinken. Durch diese Heuristiken versucht man, eine ,Ideallésung“ zu approximieren.

8.5 Beispiele fiir Probleme aus der Klasse NP
(1) Problem des Hamiltonschen Pfades:

Gegeben: Ein endlicher Graph mit n Knoten.

Frage: Gibt es einen Hamiltonschen Pfad in dem Graphen, d.h. einen Kantenzug, der jeden
Knoten genau einmal trifft?

Betrachten wir z.B. den Graphen in Abbildung 8.3. Dann ist der Kantenzug K1-K2-K3-K4 ein Ha-
miltonscher Pfad. Es ist leicht zu sehen, dass das Problem des Hamiltonschen Pfades in NP liegt: Man
rit zunéchst einen Pfad und priift dann, ob jeder Knoten genau einmal getroffen wird. Da es O(n!)
in Frage kommende Pfade im Graphen gibt, wire dieses Verfahren nur mit exponentiellem Aufwand in
deterministischer Weise anwendbar.

K2
K3

K1 K4

Abbildung 8.3: Ein Graph

Das umgekehrte Problem:

Gegeben: Ein endlicher Graph mit n Knoten.

Frage: Gibt es keinen Hamiltonschen Pfad in dem Graphen, d.h. einen Kantenzug, der jeden
Knoten genau einmal trifft?
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ist iibrigens ein Beispiel eines Problems, das sich mit der ,,Rate-und priife“-Methode nicht (direkt) 16sen
lasst. Das bedeutet, dass die Mitgliedschaft dieses Problems in NP nicht (direkt) zu sehen ist; tatséchlich
ist unbekannt, ob dieses umgekehrte Problem in NP liegt oder nicht.

(2) Problem des Handlungsreisenden

Gegeben: Ein endlicher Graph mit n Knoten und natiirlichzahligen Léngenangaben fiir jede
Kante, sowie eine Zahl k € N.

Frage: Gibt es fiir den Handlungsreisenden eine Rundreise der Linge < k oder mathema-
tischer: gibt es einen Kreis, d.h. einen geschlossenen Kantenzug der Linge < k, der jeden
Knoten mindestens einmal trifft?

Auch dieses Problem liegt in NP: Man rit zun#chst einen Kreis und berechnet dann dessen Lénge. Das
Problem des Handlungsreisenden ist von praktischer Bedeutung z.B. beim Entwurf von Telefonnetzwerken
oder integrierten Schaltungen.

(3) Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke (abgekiirzt SAT fiir ,,satisfiability*):

Gegeben: Ein Boolescher Ausdruck B, also ein Ausdruck, der aus Booleschen Variablen x1, xs, ..., Tm
besteht, die durch Operatoren = (not), A (and) und V (or), sowie durch Klammern miteinander
verkniipft sind.

Frage: Ist B erfiillbar, d.h., gibt es eine Belegung der Variablen =1, zo, ..., z,, in B mit 0 und
1, so dass B insgesamt den Wert 1 liefert?

Zum Beispiel ist B = (x1 A x2) V —x3 erfiillbar durch die Werte x1 = x5 = true oder z3 = false.

Dieses Problem definieren und untersuchen wir in Abschnitt 8.7 noch etwas genauer.

8.6 Die Klasse NPC und polynomielle Reduzierbarkeit

Bei den Untersuchungen zur bislang offenen Frage, ob P=NP gilt, st68t man auf eine erstaunliche Teilklasse
von NP, die Klasse NPC der NP-vollstindigen (NP-complete) Probleme. Wir werden sehen, dass gilt:

Wenn ein Problem aus NPC in P liegt, so liegen bereits alle Probleme aus NP in P, d.h., dann
gilt P=NP.

Um die offene Frage P < np positiv zu 16sen, wiirde es also schon geniigen, fiir ein einziges NP-vollstdndi-
ges Problem einen deterministisch-polynomiellen Algorithmus anzugeben. Es wird allerdings als sehr
unwahrscheinlich erachtet, dass ein solches Problem mit einem derartigen Losungsalgorithmus existiert.

Die Klasse NPC wurde 1971 von STEPHEN A. COOK eingefiihrt. Das eben vorgestellte Problem SAT
wurde von COOK als Erstes als NP-vollstéiindig bestitigt. Ab 1972 hat R. KARP viele weitere Probleme
als NP-vollsténdig nachgewiesen. Heute kennt man weit iiber 1000 Beispiele aus der Klasse NPC; siehe auch
http://www.nada.kth.se/~viggo/wwwcompendium/, ein Kompendium solcher Probleme.

Im folgenden wollen wir den Begriff NP-vollstandig definieren. Dazu benétigen wir den Begriff der polyno-
miellen Reduktion, die KARP 1972 als Beweistechnik zum Nachweis von NP-Vollstdndigkeit einfithrte. Es
handelt sich dabei um eine Verschirfung des Begriffs der Reduktion Ly < Lo aus Abschnitt 7.2 (Definition
7.2.4).
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Definition 8.6.1 POLYNOMIELLE REDUZIERBARKEIT

Seien L1 C ¥f und Ly C X% Sprachen. Dann heifit Ly auf Lo polynomiell reduzierbar, abgekiirzt
Ll Sp L27

falls es eine totale und mit der Zeitkomplexitét eines Polynoms berechenbare Funktion f: 37 — X3 gibt,
so dass fiir alle w € X7 gilt: w € Ly < f(w) € Ly. Wir sagen auch: Ly <, Ly mittels f. X 8.6.1

Anschaulich besagt Li <, Lo, dass L; noch nicht einmal im Rahmen polynomieller Berechenbarkeit
aufwéndiger oder ,,schwerer” als Lo ist. Man erkennt leicht, dass <, eine reflexive und transitive Relation
auf Sprachen ist, da mit zwei Polynomen p;(n) und p2(n) auch p;(p2(n)) ein Polynom ist.

Definition 8.6.2 NP-VOLLSTANDIGKEIT (COOK, 1971)
Eine Sprache K heifit NP-vollstindig, falls K € NP gilt und VL € NP: L <, K. X 8.6.2

Lemma 8.6.3 POLYNOMIELLE REDUKTION
Sei Ly <, Ly. Dann gilt:

(i) Falls Lo € P gilt, so auch Ly € P.
(ii) Falls Ly € NP gilt, so auch Ly € NP.

(iii) Falls L1 NP-vollstindig ist und Lo € NP gilt, so ist auch Lo NP-vollstindig.

Beweis: zu (i) und (ii): Es gelte Ly <, Lo mittels einer Funktion f, die durch eine Turingmaschine
M berechnet wird. Das Polynom p; begrenze die Rechenzeit von M;. Da Ly € P (bzw. Ly € NP) ist,
gibt es eine durch ein Polynom ps zeitbeschrinkte (nichtdeterministische) Turingmaschine My, die die
charakteristische Funktion xr, berechnet.

Wie bei der allgemeinen Reduktion ist dann die charakteristische Funktion xr, fiir alle w € X7 wie folgt
berechenbar: xr,, (w) = xr,(f(w)). Dieses geschieht durch Hintereinanderschalten der Turingmaschinen
M; und Ms. Sei jetzt |w| = n. Dann berechnet M; das Wort f(w) in p;(n) Schritten. Diese Zeitschranke
beschrinkt zugleich die Lange von f(w), d.h. |f(w)| < p1(n). Damit wird die Berechnung von xr,, (f(w))
in

p1(n) + p2(p1(n))

Schritten durchgefiihrt. Also ist auch Ly € P (bzw. L; € NP).

zu (iii): Sei L € NP. Da L; NP-vollsténdig ist, gilt L <, Li. Ferner gilt L1 <, Lo. Aus der Transitivitit
von <, folgt L <, Lo, was zu zeigen war. X 8.6.3

Korollar 8.6.4 (KARP)
Sei Lg eine NP-vollstindige Sprache. Dann gilt: Ly € P < P = NP.
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Beweis: ,=“: Aussage (i) des Lemmas. ,,<*“: klar. X 8.6.4
Beispiel:
Wir zeigen folgende polynomielle Reduktion:

Hamiltonscher Pfad <, Handlungsreisender.

Gegeben sei ein Graph G mit n Knoten. Als Reduktionsfunktion betrachten wir folgende Konstruktion
f : G +— @G’ eines neuen Graphen G’ mit Kantenldngen:

e G’ iibernimmt die n Knoten von G.
e Jede Kante von G wird Kante von G’ der Linge 1.

e Jede ,Nichtkante* von G wird Kante von G’ der Linge 2.

Damit ist G’ ein vollstéindiger Graph, d.h. je zwei Knoten sind durch eine Kante verbunden. Ein Beispiel
ist in Abbildung 8.4 angegeben.

G: n=>5 G und geeignete Schranke
\ k=n+1

Abbildung 8.4: Transformation von G (Hamiltonkreisproblem) in G’ (Handlungsreisendenproblem)

Die Konstruktion f erfolgt in polynomieller Zeit. (Fiir das Finden der Nichtkanten: man kann eine
Inzidenzmatrix betrachten, die Konstruktion ist also O(n?).)

Wir zeigen jetzt die Reduktionseigenschaft von f, d.h.

G hat Hamiltonschen Pfad < G’ hat Rundreise der Linge < n + 1.

Beweis von ,=“: Man braucht n — 1 Kanten der Linge 1 (d.h. ,aus G*), um n verschiedene Knoten zu
verbinden. Um diesen Hamiltonschen Pfad zu schlieffen, braucht man eine weitere Kante der Linge < 2.
Insgesamt hat die so konstruierte Rundreise die Lange < n + 1.

Beweis von ,,<*“: In der Rundreise gibt es mindestens n Kanten (um n Knoten auf einem Kreis zu
verbinden) und hochstens n + 1 Kanten (wegen der Kantenlédngen > 1).

Auf der Rundreise wird mindestens 1 Knoten zweimal erreicht (Start = Ende). Man muss also auf jeden
Fall eine Kante entfernen, um einen Pfad mit lauter verschiedenen Knoten zu erhalten. Wir untersuchen,
ob das reicht.

Fall 1: Nach dem Entfernen der einen Kante hat der verbleibende Kantenzug die Linge n — 1.
Die damit erreichbaren Knoten sind alle verschieden. Man hat also einen Hamiltonschen Pfad gefunden.

Beispiel zu Fall 1: s.o.
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Fall 2: Sonst hat der verbleibende Kantenzug die Lénge n.

Dann gibt es in diesem Kantenzug n Kanten und es wird ein Knoten auf einem verbleibenden Kreis
zweimal angetroffen. Dann erhilt man einen Hamiltonschen Pfad nach dem Entfernen einer weiteren
Kante.

Die Abbildung 8.5 zeigt ein Beispiel zu Fall 2.

/1\/1\

L ) P ) . LN N
. .. [—
Rundreise der Lénge 4 Hamiltonscher Pfad

Abbildung 8.5: Hier ist n = 3. Zwei Kanten miissen weggenommen werden

8.7 Das Erfiillbarkeitsproblem fiir Boolesche Ausdriicke

Definition 8.7.1 SYNTAX BOOLESCHER AUSDRUCKE

Ein Boolescher Ausdruck ist ein Term tiber {false, true}, Variablen aus V' = {1, 22, ...}, den Operatio-
nen —, A und V und Klammern (,) nach folgendem Bildungsgesetz:

e Anfang: false und true sind Boolesche Ausdriicke; jede Variable z; € V ist ein Boolescher Aus-
druck.

e Schritt: Wenn FE ein Boolescher Ausdruck ist, dann auch —F; wenn E7, F5; Boolesche Ausdriicke
sind, dann auch (Eq A Es) und (E7 V Es).

e Abschluss: Nichts sonst ist ein Boolescher Ausdruck.

Wenn z € V, dann schreibt man statt -z oft T, und man nennt z und T Literale. Operatorprioritéiten
sind wie iiblich (- vor A vor V) definiert. X 8.7.1

Definition 8.7.2 KLAUSELN UND KONJUNKTIVE FORM

Wenn y1,y2, ..., yx Literale sind, dann hei8t (y1 V y2 V...V yy) eine Klausel der Ordnung k.

Wenn ¢y, ¢, . . ., ¢, Klauseln der Ordnung < k sind, dann heifit £ = ¢y Acag A ... Ac¢, Boolescher Ausdruck
in konjunktiver Form oder auch in konjunktiver Normalform (CNF) der Ordnung < k. Wenn mindestens
eine Klausel k verschiedene Literale enthélt, dann heiit F eine CNF der Ordnung k. X 8.7.2

Definition 8.7.3 SEMANTIK BOOLESCHER AUSDRUCKE, ERFULLBARKEIT

Eine Belegung (3 ist eine Abbildung 8: V — {false,true}, die jeder Variablen einen Wahrheitswert
zuordnet. Jede Belegung 8 kann kanonisch auf Boolesche Ausdriicke fortgesetzt werden:

B(false)
B(true) = true,

B(-FE) = —B(E),

B(E1 N Ey) = B(E1)AB(Ea),

B(ELV Ez) = B(E1)V B(E),

false,
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wobei auf den rechten Seiten die bekannten Booleschen Operatoren auf der Menge {false,true} zu
verstehen sind.

Ein Boolescher Ausdruck E heifit erfillbar (,satisfiable“), wenn es eine Belegung  mit S(E) = true
gibt. X 8.7.3

Das Erfiillbarkeitsproblem wollen wir als Sprache
{E | E ist Boolescher Ausdruck und F ist erfiillbar }

darstellen. Um ganz genau zu sein, codiert man noch V folgendermaflen:
x; — xj, wobei j die Dualdarstellung der Zahl i ist,

also 1 — z1, 29 — 210, x5 — 211, 24 — 2100 usw. (Sonst hitte man ein unendlich grofies Alphabet zu
betrachten, da V eine Teilmenge dieses Alphabets ist.) Insgesamt definiert man:

Definition 8.7.4 ERFULLBARKEITSPROBLEM(E) FUR BOOLESCHE AUSDRUCKE

e SAT = {FE | E ist Boolescher Ausdruck iiber {1,210, x11,...} und E ist erfiillbar}.
e CNF-SAT = {E | E ist Boolescher Ausdruck in SAT und E ist in konjunktiver Form}.

e SAT(k) = {F | E ist Boolescher Ausdruck in CNF-SAT und F ist von der Ordnung k}.
X 8.74

Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit kann stets angenommen werden, dass in £ genau die ersten m
Variablen enthalten sind (fiir ein geeignetes m € N). Wenn nétig, kénnen auch die Konstanten false und
true durch geeignete fquivalente Umformungen entfernt werden: false durch (z1 A z1) und true durch
(z1V z1).

Satz 8.7.5 COOK 1971, NP-VOLLSTANDIGKEIT VON CNF-SAT
CNF-SAT ist NP-vollstindig.

Beweis:

Zunéchst erkennt man leicht, dass CNF-SAT in NP liegt: Zu einem Booleschen Ausdruck £ in konjunktiver
Form, der genau m Variablen enthélt, rdt man eine Belegung

B:{x1,...,x,} — {false, true}.

Dann setzt man fiir jede Variable ; den Wert §(z;) ein und rechnet 3(E) nach den iiblichen Rechenregeln
(Definition 8.7.3) aus. Wenn |E| = n galt, dann besitzt E nicht mehr als n Variablen, d.h. m < n. Das
Raten einer Belegung 3 erfolgt in linearer Zeit (Tabelle anlegen, m Schritte), die Ersetzung in E dauert
|E|- const Schritte und ebenso die Auswertung; d.h. CNF-SAT € NTIME(c;-n+cs) fiir geeignete Konstanten
c1 und co. Speziell: CNF-SAT € NP.

Der schwierigere Teil besteht darin zu zeigen, dass fiir jede Sprache L € NP gilt: L. < CNF-SAT. Betrach-
ten wir hierzu eine beliebige Sprache L € NP. Dann gibt es eine nichtdeterministische Turingmaschine
M =(Q,X,T,u,d,¢,qr) mit Zustandsmenge @), Eingabealphabet X, Bandalphabet I', das X umfaflt,
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Anfangszustand ¢; € @ und Endzustand ¢y. Da M L in nichtdeterministisch polynomieller Zeit akzep-
tiert, gibt es ein Polynom p, so dass M fiir jedes w € X* und jede Berechnungsfolge nach héchstens p(n)
(mit n = |w|) Schritten anhilt, und w € L gilt genau dann, wenn es eine Berechnungsfolge von 7 gibt,
die die Anfangskonfiguration ¢;w in eine Endkonfiguration wuiqsus iiberfithrt. Wir nehmen o.B.d.A. an,
dass M nur ein Band besitzt.

Zu jedem w € X* konstruieren wir nun einen Booleschen Ausdruck g(w) € ¥*, mit
Y ={x,0,1, false, true, -, A, V, (,)},

in konjunktiver Form, so dass gilt:
w € L & g(w) € CNF-SAT.

Wir werden dann noch sehen, dass diese Abbildung g: X* — 3* eine polynomielle Reduktion ist. Dann
folgt, da L aus NP beliebig war, dass CNF-SAT NP-vollstdndig ist.

Konstruktion von g(w) aus w:

Sei @ ={q1,---,¢s} @1 = ¢, ¢s = qf. Sei I' = {c1,..., ¢y} mit ¢; = L. O.B.d.A. sei
5C(QxT) % (QxTx {-1,0,41})

mit 6(gs,c) = 0 fiir alle ¢ € T, wobei —1,0,+1 fiir L, N, R (Kopfbewegungen) stehen.

Wir vervollstéindigen 4, indem wir jedes 6(gyr,c) =0 in d(qs,c) = {(qy, ¢, 0)} abwandeln. Auf diese Weise
tritt die leere Menge ) nie als Bild von § auf. Da das Ende einer Berechnung durch 6(gy, ¢) = () bestimmt
wurde, wird durch die Anderung eine niemals haltende Turingmaschine M’ definiert, die jedoch die
Arbeitsweise von M genau widerspiegelt. Wenn M, angesetzt auf w, im Zustand ¢y anhielt, so erreicht
M’ nach p(n) (mit n = |w|) Schritten eine Konfiguration uiqsus und M’ behilt diese Konfiguration
unendlich lange bei; das Umgekehrte gilt auch. Also:

weL <« M ist angesetzt auf w nach p(|w|) Schritten in einer Konfiguration wiqyus
& M’ durchlduft eine Folge k1, ks, . .., ky(,) von Konfigurationen mit
(i) k1 = 1w ist Anfangskonfiguration;
(ii) k;41 ist Folgekonfiguration von k; fiir alle ¢ > 1;
(iii) » = |w| und kp(,,) enthélt den Endzustand g;.

Wir erreichen also durch diese kiinstliche Vervollstindigung, dass alle Konfigurationenfolgen o.B.d.A.

gleich lang (Lénge p(n) fiir ein Eingabewort der Léinge n) sind.

Die Ubergangsrelation § habe m Elemente und es sei § = {tupel,, tupel,, ..., tupel, } irgend eine feste
Durchnummerierung von d.

Sei w € X* mit |w| = n gegeben, w = ¢j,¢j, ...cj,. Die Formel g(w) wird mit folgenden Booleschen
Variablen aufgebaut:
oz ,1<t<pn),l<k<s
zi. = true bedeutet: M’ ist zum Zeitpunkt ¢ im Zustand g.
® aij , 1<t <pn), —pn) <i<pn),1<j<y.
at;,; = true bedeutet: Zum Zeitpunkt ¢ trigt das Feld 7 den Inhalt c;.
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 si 1<t <p(n), —p(n) <i<p(n).
st; = true bedeutet: zum Zeitpunkt ¢ befindet sich der Lese/Schreibkopf von M’ auf dem Feld .

o by ,1<t<pn)-1,1<1<m.

b, = true bedeutet: Fiir die Uberfithrung vom Zeitpunkt ¢ zum Zeitpunkt ¢+ 1 wird das [ te Tupel
von § benutzt.

Da 7 héchstens p(n) Schritte macht, kann man stets |i| < p(n) und ¢ < p(n) annehmen.

Der Boolesche Ausdruck g(w) soll nun genau die obige Konfigurationenfolge k1, k2, .. ., k() beschreiben
(bzw. genau die zuldssigen Konfigurationenfolgen dieser Art). Hierzu miissen folgende Bedingungen erfiillt
werden:

(1) Anfangskonfigurierung: M’ ist im Zustand ¢i; der Zeitpunkt ist ¢ = 1; P+l P =" steht auf
dem Band; der Lese/Schreibkopf ist auf Feld 1 (definiert als Feld des ersten Buchstabens von w,
falls w # €, beliebig sonst).

(2) Endkonfigurierung, sofern w akzeptiert wird: der Zeitpunkt ist ¢ = p(n); M’ ist im Zustand g;.
(3) Ubergangsbedingung: M’ ist zu jedem Zeitpunkt 1 < ¢ < p(n) in genau einem Zustand; jedes Feld
von —p(n) bis +p(n) enthélt genau ein Symbol aus I'; der Lese/Schreibkopf befindet sich auf genau

einem dieser Felder; und genau eins der Tupel von § wird fiir die Uberfiihrung ausgewdhlt.

(4) Folgekonfigurierung: die néchste Konfiguration ergibt sich aus der vorhergehenden Konfiguration
auf Grund der Uberfiihrung, die durch das unter (3) beschriebene Tupel von § bestimmt ist.

Insgesamt sei g(w) = A; A Aa A Ag A Ay mit:

o Ad (1):
Ly P(n)+1
A = @y Ny A Naror (g
A arag Naigg, Ao Nain g, (w=cj...c;,)
A A A A )
A1,n+1,1 N A1n42,1 /A A Q1,p(n),1 steht rechts von w

A zia1 AN s11- (anfiingl. Zustand und Kopfposition)
Diese Formel beschreibt die Anfangskonfigurierung mit 2 - p(n) + 3 Variablen.
e Ad (2):

Ay = 2zpm),s (eine Variable; ¢s = qy).
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o Ad (3):
Wir beschreiben zunéchst einen Hilfsausdruck: Fiir Variablen 1, ...,z sei
genauein(xy, ..., xx) = mindestensein(xy,...,x,) A hichstensein(xy,. .., xy)
mit  mindestensein(zy,...,xr) = (z1VazaV...Vxy)
und  héchstensein(zy,...,x) = N (@ VE).
1<i<j<k

Der Ausdruck genauein(zy,...,zy) ist in CNF und besitzt k+ 5 - k- (k — 1) - 2 = k* Variablen. Er
wird true, wenn genau ein x; den Wert 1 hat.

Setze nun
Ay = /\1§tgp(n) (ASZustand(t) A AStetle(g) A AFeld(p) A Ag(t))
mit:  AZUtand(t) = genauein(z, ..., 2t.s)
AStelle(t) = genauein(se,—p(n)s St,—p(n)+1s - - - » St.p(n))
ALty = A genauein( a1, - ., 0t i )
) —p(n)<i<p(n)
AY(t) = genauein(bya,. .. bem)-

Diese Formel ist ebenfalls in CNF. A3 beschreibt die Ubergangsbedingung (3) und besitzt
p(n) - (s* + (2 p(n) +1)* + (2 p(n) +1)* - * +m?)
Variablen.
o Ad (4):
Ay = N\ At
1<t<p(n)
Zur Definition der Terme A4(t) benennen wir die (Elemente der) Tupel von 4.
Fir [ =1,2,...,m sei das [ te Tupel von § gegeben durch
tupel, = ( Qs Cis G Gy d; )

S S S S S

Mit diesen Indexbezeichnungen setzen wir:

Ayg(t) = A (86,0 V @iV aiiti) ) A

A [ (
—p(n)<i<p(n) 1<y

A GuvBuVae) A GuVBaVa) A
1<i<m

(81, V EtJ v Zt+1,1¥;l) A (B Vv Et,l v at+1,i,jl)

(5t V Bt,l V St4+1,i+d,) ) .
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Erlauterung der Klausel in der ersten Zeile:

(St,6 V@i V ars1,45) ist true genau dann, wenn
aus s;; = false und a;; ; = true folgt a;11,;; = true.

Das bedeutet: nicht betrachtete Felder werden von M’ nicht verdndert.
Erlduterung der ersten Klausel in der zweiten Zeile:

(5¢4 V Bt’l V Zt k) Wir(j true genau unter folgenden Umsténden: wenn M’ zum Zeitpunkt ¢ das Feld
1 betrachtet und als Uberfithrung das [ te Tupel gewéhlt wird, dann befand M’ sich zum Zeitpunkt
t im Zustand gy, .

Die erste Klausel in der dritten Zeile besagt, dass unter den gleichen Bedingungen M’ sich zum
Zeitpunkt ¢ + 1 im Zustand g, befindet.
Ahnlich sind die restlichen Klauseln zu lesen.

Ay ist in konjunktiver Normalform und enthélt
p(n)-(2-p(n)+1)-(3-7+15-m)

Variablen.

Man zeigt nun leicht, dass g(w) in CNF ist. Des Weiteren:
Behauptung 1: g ist polynomiell.

Die obige Konstruktion liefert eine Formel mit

P(n) = 2-pn)+3)+(s—r+1) + pn)-(s>+2p(n) +1)*- (v* + 1) +m?)
+ p(n)-(2-p(n) +1) - (3y+ 15m)

Variablen. Die Erstellung von g(w) aus w ist offensichtlich proportional zu p’(n), also auf einer determi-
nistischen 1-Band-Turingmaschine in einer Zeit von hochstens const - (p’(n))? Schritten zu berechnen,
d.h. polynomiell.

Behauptung 2: g ist eine Reduktion, d.h., Vw € X*: (w € L & g(w) € CNF-SAT). Diese Aussage folgt
aus der Konstruktion, wobei nur ,<=* etwas aufwéndiger zu beweisen ist.

Also definiert g eine polynomielle Reduktion L <, CNF-SAT. Da L beliebig war, folgt insgesamt, dass
CNF-SAT NP-vollstandig ist. X 8.7.5

Man kann auch zeigen, dass SAT NP-vollstdndig ist. Zum Beweis kann man jede Formel in SAT in eine
erfillbarkeitsiquivalente Formel in CNF-SAT polynomiell transformieren. (Die stérkere und bekanntere
Transformation in eine dquivalente Formel in CNF-SAT ist hier nicht allgemein anwendbar, da sie nicht
notwendigerweise polynomiell ist.)

Es gilt sogar:

Satz 8.7.6 NP-VOLLSTANDIGKEIT VON SAT(3)
SAT(3) ist NP-vollstindig.
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Beweis: Wegen CNF-SAT € NP gilt auch SAT(3) € NP. Man kann CNF-SAT auf SAT(3) reduzieren,
indem jede Klausel (z1 V2 V...V z,) durch

(VI A Ve V) A (Y2 Vaz VI A A (Yr—1 V2 V) Ayr

mit neuen Variablen yi,ys,...,y, ersetzt wird.. Man erkennt leicht, dass (1 V ...V z,) genau dann
erfiillbar ist, wenn es die ldngere Formel (der Ordnung 3) ist. Die Uberfithrung ist von polynomieller
Groflenordnung. Die resultierende Formel hat noch Klauseln mit weniger als drei Literalen. Diese lassen
sich in einem letzten Schritt jedoch sehr einfach in Klauseln mit genau drei Literalen umformen. Also
ldsst sich CNF-SAT polynomiell auf SAT(3) reduzieren. X 8.7.6

8.8 Einige weitere NP-vollstindige Probleme

In der Literatur werden Tausende von NP-vollstiindigen Problemen aus verschiedenen (Anwendungs-) Be-
reichen betrachtet, die fast alle auch praktische Bedeutung haben. Wir geben hier eine kleine Auswahl an.

(Knoteniiberdeckung)

Gegeben: Ein ungerichteter endlicher Graph G = (V, E) und eine Zahl K < |V|.
Frage: Gibt es eine Knoteniiberdeckung von G mit der Groéfle hochstens K7

Dabei heifit V! C V eine Knoteniiberdeckung von G genau dann, wenn fiir alle {z,y} € E gilt:
xeV vyeV'.
Die Abbildung 8.6 zeigt ein Beispiel.

[ ) K=1:ja

Abbildung 8.6: Eine Ja-Instanz (links) und eine Ja- und eine Nein-Instanz (rechts) von KU
Algorithmus: e Rate V' mit |V'| < K.

e Priife, ob V'’ die Bedingungen erfiillt.

Also liegt KU in NP.

Gegeben: Ein ungerichteter Graph G = (V, E') und eine Zahl J < |V].
Frage: Gibt es eine Clique in G mit der Gréfle mindestens J7
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oe——————©O
J=2:]a
J =3:ja
J = 4: nein
[ J [}

Abbildung 8.7: Zwei Ja-Instanzen und eine Nein-Instanz von CLIQUE

Dabei heifit V/ C V eine Clique von G genau dann, wenn fiir alle z,y € V' gilt: {z,y} € E. Die Abbildung
8.7 zeigt ein Beispiel.

(Dreidimensionales Matching)

Gegeben: Paarweise disjunkte Mengen W, X, Y mit |W| = |X| = |Y| = ¢, sowie eine Menge M C
WxXxY.

Frage: Enthilt M ein Matching, d.h., eine Teilmenge M’ C M mit |M’| = ¢ und

V(w,z,y),(w' 2",y ) e M': (w=w'Va=a"Vy=y) = (wz,y) = 2"y)?
Dieses Problem liegt in NP: Wir raten M’ und priifen in Polynomzeit.
Beispiel mit ¢ = 2: W = {1,2}, X = {3,4}, Y = {5, 6}.

Eine Ja-Instanz: M = {(1,3,5), (1,4,5), (2,3,6), (2,4,6)}
M'z.B. ={(1,3,5),(2,4,6)} oder ={(1,4,5),(2,3,6)}

Eine Nein-Instanz: M = {(1,3,5),(1,4,5),(1,3,6),(1,4,6)}
M’ =77

PARTITION

Gegeben: Eine endliche Menge A und ein Gewicht s(a)eNT fiir jedes a€A.
Frage: Gibt es eine Teilmenge A’ C A mit

Z s(a) = Z s(a) ?
acA’ a€A\A’

Das Problem liegt in NP: Wir raten A’ und priifen nach. (Gréfle des Problems: O(} . 4 log(s(a)))!)
Beispiel: A = {ay,aq,...,a7}

s(a1) =1, s(az) = 5, s(az) = 2, s(as) = 2,
s(as) = 10, s(ag) = 3, s(az) =3
Al = {a1,as, a5} A\ A = {az,a4,a¢,a7}
———— —_——
> s(a) > s(a)
acA’ acA\A’
=14+2410=13 =5+2+3+3=13

Dies ist also eine Ja-Instanz.
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RUCK | (Rucksackproblem)

Gegeben: Eine endliche Menge U, eine Grofle s(u) € N und ein Wert v(u) € N fiir jedes u € U, eine
obere Schranke B € N fiir die Gréfie und eine untere Schranke K € N fiir den Wert.

Frage: Gibt es eine Teilmenge U’ C U mit

Zs(u)gBund So(u)>K?

wely’ ueU’

Ein Beispiel ist in Abbildung 8.8 gezeigt.

B=500 1
3MDM 1.5MDM 5 MDM 2 MDM

U
2001 101 4001 501

Gold Diamanten Geld Edelsteine

K=8,4 MDM ( = Bestechung + Profit)

Abbildung 8.8: Beispiel zum Rucksackproblem

Einige dieser Probleme sind relativ leicht ineinander iiberfithrbar (bzw. aufeinander reduzierbar). Zum
Beispiel lassen sich KU, CLIQUE und das folgende Problem gut ineinander iiberfiihren.

(Unabhiingige Mengen)

Gegeben: Ein Graph G = (V, E), eine Zahl J € NT mit J < |V|.

Frage: Gibt es eine Unabhéngigkeitsmenge V' C V mit |V| > J?

Dabei heifit V' Unabhiingigkeitsmenge, falls Vu,v € V': {u,v} ¢ E.

Lemma 8.8.1 POLYNOMIELLE REDUKTION vON KU, CLIQUE, UM (OHNE BEWEIS)
Sei G = (V, E) ein Graph und sei V! C V. Dann sind dquivalent:

(i) V' ist Knoteniiberdeckung.
(ii) V \ V' ist Unabhdingigkeitsmenge.
(i) V \ V' ist Clique im Komplementgraph G¢ = (V,(VxV)\ E) von G.
Also zieht jeder Algorithmus zur Losung eines der Probleme KU, CLIQUE oder UM auch direkt einen

Algorithmus zur Losung der beiden anderen nach sich; die Probleme sind polynomiell aufeinander redu-
zierbar.
Wir zeigen im Folgenden die NP-Vollstédndigkeit des Problems Knoteniiberdeckung. Auch die anderen ge-
nannten Probleme sind NP-vollsténdig, fiir Reduktionsbeweise muss allerdings auf die Literatur verwiesen
werden.
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Satz 8.8.2 NP-VOLLSTANDIGKEIT VON KU
KU ist NP-vollstindig.

Beweis: Dass KU in NP liegt, ist einfach zu zeigen: wir raten V'’ und priifen die gewiinschte Eigenschaft.
Um die NP-Hiirte zu zeigen, reduzieren wir von SAT(3), d.h., wir zeigen SAT(3) <, KU.

Sei F'=c¢1 A...A ¢y eine Instanz von SAT(3) mit Variablen U = {u1,...,u,}. Wir konstruieren einen
Graphen G = (V, E) und eine Zahl K < |V|. Fiir jede Variable u;€U fiihren wir zwei Knoten V; = {u;,4;}
und eine Kante F; = {{u;,u;}} ein. (Jede Knoteniiberdeckung muss mindestens u; oder u; enthalten.)
Fiir jede Klausel ¢; in F' (|c;| = 3!) fiihren wir einen Teilgraphen (V}, E}) ein:

V! = Aailjl, a2lj], as[4]}
E; = {{alj], a2ls]}, {aslj], asls]}, {azlj], as[s]}}

(Jede Uberdeckung muss mindestens 2 Knoten aus V; enthalten.)
Sei ¢; = {z;,y;, z;} mit den Literalen z;,y;, z;.

Wir fithren neue Kanten E;’ ein:

Ef = {aljl =} {a2lil g} {asli], 21}

Dann setzen wir K = n + 2m und G = (V, E) mit

v = Uv u Uv
i=1 j=1

E = UE U U(EUE)).
i=1 j=1

Beispiel: (siche Abbildung 8.9)

U = {ulau27u37u4}
E = (u1 \/ﬂg\/ﬂz;)/\(ﬂl \/UQ\/H4).

(G, V) hat eine minimale Uberdeckung der GroBe K (ist minimale Grofe fiir Uberdeckung) gdw. F' ist
erfiillbar. X 8.8.2

Aus Lemma 8.8.1 folgt direkt:

Korollar 8.8.3 NP-VOLLSTANDIGKEIT VON CLIQUE unD UM
CLIQUE und UM sind NP-vollstindig. X 8.8.3
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® ° ® ° ° ® ® °
ag[l] (12[2} K =28
\@ @ / \@
ap[1] as[1] a1[2] as[2]

Abbildung 8.9: Beispiel zur Reduktion von SAT(3) auf KU
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